Capitulo 4

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial es un conjunto con una operacién suma y un producto por escalares que
cumplen una serie de propiedades (para mas detalles, ver el Apéndice al final de este capitulo).
Las propiedades de la suma y el producto por un escalar definidos en R?, R3 y, en general,
R hacen que estos conjuntos sean ejemplos de espacios vectoriales reales. También lo son los
conjuntos de matrices R"*" con la suma y producto por escalares.

En estas notas, cuando nos referimos a un espacio vectorial (en adelante abreviado e.v.) nos
referimos a un espacio vectorial real, es decir, a que los escalares estdn en R. A los elementos
de un espacio vectorial los denominamos vectores.

4.1. Subespacios

Dentro de un espacio vectorial V, nos interesard trabajar con ciertos subconjuntos que cumplen
propiedades especiales, relacionadas a la operacién de suma y al producto por escalares en V.

Definicién

Un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V si se cumplen:
1) El vector nulo O de V pertenece a W.
2) Siuy vson elementos de W, entonces su suma u + v pertenece a W.

3) Sivesun elemento de W y ¢ es un niimero real, entonces el producto cv pertenece
aWw.

Algunos casos especiales:
» El conjunto vacio no es un subespacio: no verifica 1).
» El conjunto W = {O} es un subespacio de cualquier e.v. V.

1) OeW.
2) Siuy v son elementos de W, la tnica posibilidad es u = O y v = O, entonces su
sumau+v = 0+ O = O pertenece a W.

3) Si v es un elemento de W, la tnica posibilidad es v = Oy, si ¢ € R, el producto
cv =cO = O pertenece a W.
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= El conjunto V es un subespacio de V.

Ejemplo 1. Determinar cudles de los siguientes conjuntos son subespacios de R.
a) W= {xeR?/x; —x, =2}

b) W:{XERZ/xl—xZZO}
c) W={xeR?/x; —x, >0}

Solucién: Veamos en cada caso si se verifican las condiciones 1), 2) y 3) de la definicién de
subespacio.

a) 1) Six=0 = (0,0) la condicién 0 — 0 = 2 no se verifica.

Como no se cumple una de las condiciones para ser subespacio:

Respuesta: El conjunto W no es un subespacio de R2.

b) 1)0-0=0 = OecW.

2) Siu = (2,2)yv = (—3,—-3), que pertenecen a W porque2 -2 =0y -3 — (—3) =0,
vemos que u + v = (—1, —1) también pertenece a W, dado que —1 — (—1) = 0.
Esto no es suficiente para asegurar la validez de la propiedad: la condicién 2) debe
cumplirse para todos los vectores u'y vde W.

Siu = (uy,u2) y v = (v1,0v2) pertenecen a W entonces verifican u; —u, = 0y
v1 — vy = 0. Tenemos que ver si se cumple que u +v = (11 +v1,u2 +v2) € W, es
decir, si se verifica que (41 +v1) — (up +v2) = 0.

Usando propiedades de las operaciones de nimeros podemos reordenar la cuenta
(u1 +v1) — (U2 +0v2) = ug +v1 —up — v = (U1 — up) + (v1 — V2).

Siu, v € W, como dijimos antes, las expresiones en los dos tltimos paréntesis valen
Oy entoncesu +v €¢ W.

3) Siv = (v1,v2) € W, se cumple que v;1 —v, = 0,y sic € R, tenemos que cv =
(cvq, cvp) verifica cvy — cvy = ¢(vq — v2) = 0. Entonces, cv € W.

Respuesta: El conjunto W es un subespacio de R?.

9 1)0-0=0 — OeW.
2) Siu = (uj,up) yv= (v1,02) pertenecen a W, se verifican uqy —upy > 0y vy — v, > 0.
Tenemos que u + v = (u1 + vy, up + v2) cumple (11 +v1) — (U2 +v2) = (1 —uz) +
(v —v2) >0+4+0=0y,porlo tanto,u +v € W.
3) Siv = (v1,v2) € W, cumple que v1 —vp > 0.Parac € R, tenemos que cv = (cvy, cvy)
y la cuenta cvq — cvp = ¢(v1 — v2) cambia de signo si c es negativo.
Contraejemplo para 3):

Sic=—-1yv=(21), que verifica2 —1 > 0y por lo tanto pertenece a W, vemos
que con cv = (—2,—1) ocurre que —2 — (—1) = —1 # 0y entonces —1v ¢ W.

Respuesta: El conjunto W no es un subespacio de R.
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Observaciéon: En general para ver que un subconjunto de un espacio vectorial es un subes-
pacio necesitamos, ademds de que valga la condicién 1), verificar las condiciones 2) y 3) para
todos los elementos del conjunto y para todos los valores de ¢ € R. En cambio, para mostrar
que no lo es alcanza con encontrar un contraejemplo para alguna de las condiciones.

s a

Ejemplo 2. Determinar cudles de los siguientes conjuntos son subespacios de R°.
a) W={xeR3/x=A(1,23),A € R}

b) W= {x € R¥/x; —4x, — 9x3 = —3}
c) W= {xeR3/x; —4x, —9x3 = 0}

Solucioén:

a) 1) SiA=0,entonces O =0(1,2,3) e W.

2) Siuy v pertenecen a W, existen valores A1,A, € R tales que u = A1(1,2,3) yv =
A2(1,2,3). Reescribiendo lasumau+v = A1(1,2,3) + 12(1,2,3) = (A + A2)(1,2,3)
tenemos que u + v es un multiplo de (1,2,3). Entonces u +v € W.

3) Siv=A(1,2,3) y ¢ € R tenemos que cv = ¢(A(1,2,3)) = (cA)(1,2,3) es maltiplo
de (1,2,3) y, por lo tanto, cv € W.

Respuesta: El conjunto W es un subespacio de R>.

by 1)0-4-0—-9-0=0#-3 = O¢W.

Respuesta: El conjunto W no es subespacio un subespacio de R>.

) 1)0-4.0-9-0=0 — OcW.
2) Siu = (uy,up,u3) y v = (v1,02,03) pertenecen a W, verifican u; —4up —9uz =0y
v; —4vy —9v3 = 0, entonces u +v = (u; + vy,up + vy, uz + v3) verifica
(u1 +v1) —4(uz +v2) —9(uz +v3) = (g —4up —uz) + (v; —4v, —9v3) =04+0=0
y, por lo tanto, u +v € W.
3) Siv = (v1,02,v3) € W, cumple que v; —4v, —9v3 = 0,y ¢ € R, entonces cv =
(cv1, cvy, cvz) verifica cvy — 4cvp — 9cvy = c(vy — 4vp —9v3) = ¢ -0 = 0. Entonces,
cveW.

Respuesta: El conjunto W es un subespacio de R>.

Observaciones:

En el caso a) del ejemplo anterior, las condiciones para ser un subespacio se verifican sin im-
portar cuéles son las coordenadas del vector (1,2,3). Es decir, si en lugar de (1,2,3) tenemos
un vector fijo w € R® y consideramos W = {x € R*/x = Aw, A € R}, que es el conjunto de
todos los multiplos de w, valen:

1) SiA =0entonces O = 0w € W.

2) Si u y v pertenecen a W, existen valores Aj,A; € R tales que u = Ayjwy v = Arw.
Reescribiendo la suma u +v = Ayw + A,w = (A + Ap)w tenemos que u + v es un
mdltiplo de w. Entoncesu +v € W.
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3) Siv=Awyc € R, tenemos que cv = ¢(Aw) = (cA)w es multiplo de w y por lo tanto
cveW.
Entonces W resulta ser un subespacio de R® cualquiera que sea el vector w.

Algo similar ocurre con el plano que pasa por el origen del ejemplo c). El hecho que O,u +vy
cv pertenezcan a W parauy v € W, y ¢ € R, se deduce del mismo modo que en el ejemplo,
a partir de que O, u y v cumplen la ecuacién del plano, independientemente de cudl sea esta
ecuacion.

En general las rectas y planos que pasan por el origen forman subespacios en R? y R>.

Es importante destacar que en esos casos, para demostrar que se verifican las condiciones para
ser subespacio, se utilizan propiedades de la operacién suma y del producto por escalares que
son validas también en R" y R"*". Esto hace que conjuntos como

» W= {xeR"/x=Av,A € R} conv € R" fijo.
» W= {xeR"/ayx; +axxp + - - - +a,x, = 0} con ay, ay, ...,a, € R fijos.
sean subespacios del e.v. correspondiente.
Varios de los ejemplos anteriores consisten en subespacios descriptos por una ecuacién lineal

homogénea. Veamos qué ocurre, mas generalmente, al considerar conjuntos de soluciones de
sistemas lineales homogéneos.

Ejemplo 3. Decidir si el conjunto W = {x € R>/ Ax = O} es un subespacio de R, para
1 21 =21

lamatrizA=| 2 -1 0 1 2
0 52 -50

Solucioén:

1) Como el sistema es homogéneo, la solucién trivial pertenece al conjunto:
AO=0 = 0OeW.

2) Siu,v € W, entonces se cumplen Au = O y Av = O, con lo cual la suma u + v verifica
A(u+v) = Au+ Av =0+ 0 = Oy pertenece a W.

3) Siv € W, cumple Av = O, y si ¢ € R, entonces cv verifica A(cv) = c(Av) = Oy
pertenece a W.

Respuesta: El conjunto W de soluciones del sistema homogéneo es un subespacio de R>.

Observaciéon: En el ejemplo anterior, la verificacién de las condiciones para que W sea un
subespacio no depende de cudl es la matriz del sistema. Las condiciones se cumplen gracias a
propiedades de las operaciones definidas para matrices y valen en general para el conjunto de
soluciones de un sistema lineal homogéneo de cualquier tamarfio.
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Los conjuntos de la forma S = {x € R"/Ax = O}, con A € R"™" son subespacios de R".

4.2. Combinaciones lineales y generadores

Como vimos en la seccién anterior, un plano que pasa por el origen es un subespacio de R>. Este
hecho lo dedujimos a partir de ver al plano como el conjunto de las soluciones de una ecuacién
homogénea. Sin embargo, conocemos otra forma de expresar un plano, que es mediante una
ecuacién paramétrica. Esto nos permite afirmar, por ejemplo, que el conjunto
W = {x € R®/x=u(3,3,—1) + B(1,-2,1),&, B € R} es un subespacio de R?, ya que sabemos
que

x=a(3,3,-1)+p(1,-2,1), «a,BER,

es una descripcién paramétrica de un plano que pasa por el origen.
En este caso, los vectores de R® que pertenecen al plano W se generan a partir de las dos
direcciones (3,3, —1) y (1, -2,1).

v=—1vy+2vy

En lo que sigue veremos como se generaliza la forma paramétrica de rectas y planos que pasan
por el origen en R? para representar subespacios de otros espacios vectoriales.

Combinaciones lineales

Dados un e.v. Vy v, vy,...,v, elementos de V, se dice que un vector v € V es una
combinacion lineal (c.l.) de los vectores vi, Vs, ..., Vv, si existen nimeros reales ay,ds, . .., dy,
que verifican

V =a1Vy + avy + - -+ a,Vy.
Dado un subconjunto finito C = {vy,vy,...,v,} de V, al conjunto formado por todas
las combinaciones lineales de vectores de C lo escribimos en forma abreviada con la
notacion (vq, vy, ..., Vy). Asi,

(vi,va,...,vy) ={veV/v=amvi +avo+---+a,v, conay,ay,...,a, €R}.
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Por ejemplo, el plano W = {x € R3/x = «(3,3,—1) + B(1,—-2,1),a, B € R} es el conjunto de
todas las combinaciones lineales del conjunto C = {(3,3,—1), (1, —2,1) }. En este caso escribi-
mos W = ((3,3,-1),(1,—-2,1)).

Propiedad

Dado un espacio vectorial V y un subconjunto finito C = {vy,vy,...,v,} de V, el con-
junto W = (vq,vy,...,v,) es un subespacio de V.

Subespacio generado

Al conjunto W = (vy,vy,...,v,) se lo denomina el subespacio generado por C =
{v1,v2,...,v,} yal conjunto C se lo llama un conjunto de generadores de W.

Demostraciéon de la propiedad:
1) Ovi+0vo+---4+0v, =0 = OcW (propiedad del producto por escalar Ov = O)

2) Siu=byvi+byvo+---+b,v, yW = c1vy +c2v2 + - - - 4+ ¢V, podemos reescribir u +w
usando las propiedades de la suma y el producto por escalares (ver el Apéndice al final
de este capitulo) como

u+w = (byvy +bpva+ - +byvy) + (€1v1 +cava + -+ + Vi)
= (byvi +c1v1) + (bavo + cova) + - - - + (b vy + cuviy) EV3y EV6
= (b1 —|—C1)V1—|— (b2+C2)V2—|— s (bn+Cn)Vn EVS

Esto muestra que, conay = by +c¢1,a20 = by +¢2,...,a, = by + ¢y, tenemos u +w € W.
3) Siu=byvi+byvy+---+b,v, yc € R, las propiedades EV7 y EV9 implican que

cu = c(byvy + bovy + - - - + byvy)
= C(blvl) + C(szz) 4+ -+ c(bnvn) EV7
= (cbl)vl + (Cbz)Vz + -+ (Cbn)Vn EV9

Entonces, con 4y = c¢by,a, = cay, ...,a, = cb,, se verifica cu € W.

Observaciones: Los vectores vy, vy, ..., Vv, pertenecen al subespacio (vq,vy,...,v,), ya que

vi=1vi 4+ 0vp +0v3 +--- 4+ 0vy,
vy = 0vy +1vy +0vz + - - - + Ovy,

vy, =0vi+0vp +0vz+---+1v,

Ademés, si un subespacio U de V contiene a los vectores vy, vy, ..., Vv, entonces, por cumplir
con las condiciones 2) y 3) de la definicién de subespacio, tiene que contener a todas las combi-
naciones lineales de vy, vy, ..., vy, es decir, a todos los vectores de (vi, vy, ..., Vy).
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En este sentido el subespacio (vi, vy, ..., V,) es el menor subespacio que contiene a los vectores
V1,V2,...,Vy.

De este modo, podemos definir subespacios a partir de conjuntos de generadores. Por ejemplo:
= W=1{((1,2,31),(-3,1,2,1),(4,1,1,0)) es un subespacio de R*.
= Dadoune.v.V, vy, vy, vz € Vylos vectores
W) =2vi+vVvy, Wp=-3vp+2v3 Yy W3=—V]+V)—V3
el conjunto W = (w1, wy, w3) es un subespacio de V.

Lo escribiremos directamente como W = (2vq + vy, —3vy + 2v3, —vi + vy — v3).

. - 3 -2 -1 0 . 22
W—<(1 6>’< 0 1>>esunsubespac1ooleR .

Ejemplo 1. Decidir si el vector v pertenece al subespacio S en los siguientes casos.
a) S=((1,1,1),(2,1,3))yv=(0,1,-1).

b) S = ((1,0,1,0),(0,1,0,—1),(1,—1,1,1)) y v = (3,—1,3,1).
o) S=((1,0,1,0),(0,1,0,-1),(1,—1,1,1)) y v = (3,—1,3,0).

Solucioén:

a) Tenemos que ver si v = (0,1, —1) es una combinacién lineal de los generadores de S, es
decir, si existen escalares a y b que verifiquen (0,1, —1) = a(1,1,1) + b(2,1,3).

Igualando coordenadas en la expresion

(0,1,—1) = a(1,1,1) + b(2,1,3) = (a+2b,a + b,a + 3b)

nos queda el sistema

a + 2b = 0
a + b = 1
a + 3b = -1
Escalonamos su matriz ampliada para determinar si el sistema tiene solucién:
1 2] 0 1 2] 0 1 20
1 1] 1 ?:?:? 0 -1/ 1 |B+E-KE[0 —1]1
13/-1/) 2 7P o 1]-1 0 0/0

Encontramos que el sistema es compatible y por lo tanto v € S.

Respuesta: v € S.
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Verificacion:
Si terminamos de resolver el sistema

a + 2b = 0
b =1

hallamos b = —1y a = —2b = 2. Reemplazamos en el planteo original y nos queda:
2(1,1,1) = 1(2,1,3) = (0,1, -1).

b) Como en el caso anterior, queremos determinar si v es una combinacién lineal de los
generadores de S. Planteamos:

v=(3,-1,3,1)=4a(1,0,1,0) + b(0,1,0,—-1) + ¢(1,-1,1,1) = (a+c¢,b —c,a+¢,—b+c¢)

y el sistema para los escalares a,b y c es

¢ +c= 3 1 0 1| 3
b — ¢ = — . PN U R R
a + ¢ = 3 CONn matriz asociada 1 O 1 3
— b+ e =1 0 -1 1| 1
Escalonamos:
1 0 1] 3 10 1| 3
0 1 -1|-1 | B-h—=FK |01 -1/-1
0 1, 3 Fi,+F — F 00 0| O
0 -1 1] 1 00 0] 0

El sistema es compatible; por lo tanto, existe la combinacién lineal que da v.

Respuesta: v € S.

Verificacion:

Como el sistema es compatible, aunque sea indeterminado para verificar que v € S solo
necesitamos usar una de las soluciones. Por ejemplo, sic = 1, entoncesb =c—-1 =0y
a =3 — ¢ = 2. Usando estos valores de a,b y c:

2(1,0,1,0) +0(0,1,0,—1) + 1(1,-1,1,1) = (3,—1,3,1).
c) Planteamos, como en los ejemplos anteriores,

v=(3,-1,3,0)=4a(1,0,1,0)+b(0,1,0,—-1) +¢(1,-1,1,1) = (a+c¢,b —c,a+c,—b+c)

a + ¢ = 3 1 0 1 3

— b — ¢ = -1 o 0 1 —-1]-1
a + ¢ = 3 1 0 1 3

- b + ¢ = 0 0 -1 1 0
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Escalonamos
1 0 1] 3 10 1| 3 10 1| 3
0 1 —1|-1 | FB-FKR—F |01 -1/-1]_ |01 -1]-1
1 0 1| 3| E+B—=E |00 o0 027" *oo0o o]-1
0 -1 1| 0 00 O0]-1 00 0| 0

El sistema es incompatible; por lo tanto, no existen a, b, c que cumplan lo requerido.

Respuesta: v ¢ S. ‘

Ejemplo 2. Dados S = ((2,2,2,2),(1,3,0,2)) yH = {x € R*/ — 3x; + x5 +2x3 = 0},
decidirsi S ¢ H.

Solucién: Como H es un subespacio, si contiene a los vectores (2,2,2,2) y (1,3,0,2) del con-
junto de generadores de S, entonces contiene a todas las combinaciones lineales de estos vec-
tores, es decir, a todos los vectores de S. Entonces, si vemos que los generadores de S cumplen
con la ecuacién de H, entonces todos los vectores de S perteneceran a H:

(2,2,2,2) eH: —3-24+2+42-2=0
(1,3,0,2) eH: —3-1+3+2-0=0

‘Respuesta: S C ]HI‘

Ejemplo 3. Hallar un conjunto de generadores del subespacio

S:{XERS/x1—4x2—9x3:O}.

Solucién: El subespacio S estd definido por una ecuacién lineal homogénea, con lo cual, es
un plano en R® que pasa por el origen. Sabemos entonces que podemos describirlo, alternati-
vamente, en forma paramétrica. Usaremos una ecuacién paramétrica para obtener un conjunto
de generadores de S.

A partir de la ecuacion del plano x; — 4x; — 9x3 = 0, despejamos x; = 4x, + 9x3. Entonces, los
puntos del plano son los x € R? de la forma

x = (4x2 + 9x3,x2,x3) = x2(4,1,0) + x3(9,0,1), x2,x3 € R,

es decir, son las combinaciones lineales de los vectores (4,1,0) y (9,0,1). Por lo tanto, estos
vectores forman un conjunto de generadores de S.

Respuesta: {(4,1,0),(9,0,1)} es un conjunto de generadores de S.

Verificacion:

Necesitamos asegurarnos que los generadores estan en el subespacio S y son suficientes para
formar un plano:
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(4,1,00€S: 4-4-1-9-0=0

(9,0,1)€S: 9-4.0-9-1=0
Ademas, (4,1,0) y (9,0,1) no son multiplos uno del otro.
Entonces, «(4,1,0) 4+ 8(9,0,1), con &, B € R es una ecuacién paramétrica del plano S.

Observacién: Para el subespacio S, {(4,1,0), (9,0,1)} no es el inico conjunto de generadores.
Cualquier par de vectores, no multiplos entre si, que pertenezcan a S forman un conjunto de
generadores de este plano.

Por ejemplo, {(3,3,—1),(1,—2,1)} es otro conjunto de generadores de S. Reemplazando en la
ecuacion, verificamos que ambos vectores pertenecen a S. Ademads, no son multiplos entre si:
(3,3,—1) = k(1,—2,1) conduce a una contradiccién al despejar k.

En consecuencia, vemos que S coincide con el plano W = ((3,3,—1),(1,—2,1)) con el que
trabajamos al comienzo de esta seccion.

Ejemplo 4. Hallar un conjunto de generadores del subespacio S = {x € R>/ Ax = O},

1 21 =21
conA=(2 -1 0 1 2
0 52 -50

Solucién: Al igual que con planos que pasan por el origen, la forma paramétrica de las solu-
ciones del sistema Ax = O nos sirve para encontrar generadores de S.

(Nota: Para explicitar que estamos trabajando con un sistema de ecuaciones, escribiremos la
altima columna de 0 en la matriz ampliada del sistema homogéneo.)

Resolvamos el sistema

1 21 -2 1]0 1 2 1 -2 110
2 -1 0 1 20 |RLh-2FF—FKL| 0 =5 =2 5 010
0 52 -5 0|0 0 5 2 -5 010
1 2 1 -2 110

FE+F —F 0 -5 =2 5 0|0

0 O 0 0 00

Observemos que el rango de esta matriz es 2. Como hay 5 incégnitas, quedardn 3 variables
libres. Volviendo a las ecuaciones

x1 + 2x + x3 — 2% + x5 = 0
— Bxy — 2x3 + bxy

I
o

despejamos

{X1+2xz+X3—ZX4+x5=0

2
X2 = —EX3—|—X4

2
X1 + 2(—5X3—|—X4> 4+ x3 — 2x4 4+ x5 = 0

2
X = —5X3—|—X4
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b = —ZX3+x
2 5%3 4
Las soluciones del sistema son los x € R de la forma

1 2
— —=X3 — X5, —=X X4,X3,X4,X
X < 5%3 55 3+ X4,X3,X4 5)

1 2
= x3 <—5,—5,1,o,o> +x4(0,1,0,1,0) 4 x5 (—1,0,0,0,1)

con X3, x4, X5 € R.

55
para el subespacio S.

1 2
Respuesta: { (—, --,1,0, O) ,(0,1,0,1,0),(—-1,0,0,0, 1)} es un conjunto de generadores

Verificacion:

Mas adelante veremos una verificacién completa. Por ahora podemos corroborar que los gene-
radores que encontramos pertenecen al subespacio verificando que cumplen las ecuaciones:

<—1,—2,1,O,0> €S:

55
—1/5 ~1/s
—2/5 1 21 -2 1 /5 0
Al 1 |=|2-10 12 1 |=]o0
0 0 52 -50 0 0
0 0
(0,1,0,1,0) € S
0 0
1 1 21 -2 1 1 0
Alo|=]2-10 12 0 f=1[o0
1 0 52 —50 1 0
0 0
1

Observacién: Como mencionamos antes estos generadores no son tnicos. Por ejemplo po-
demos usar multiplos no nulos: {(-1,-2,5,0,0),(0,1,0,1,0),(—1,0,0,0,1)} también es un
conjunto de generadores de S.
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Ejemplo 5. Hallar un conjuto de generadores del subespacio

S:{X€R2X2/<(1) _;).X:X.<(1] g)}

Solucién: Como en los ejemplos anteriores, vamos a resolver la ecuacién que define S y es-
cribir sus soluciones en forma paramétrica.

. o X11 X .
Si escribimos X = ( xll xlz ) € R?*2 la ecuacién queda:
21 X2

1 -1 . X11  X12 i X11 X12 . 1 -1

0 2 X1 X2 )\ x;m am 0 2

( X11 — X21  X12 — X22 > _ < xX11 —x11 + 2x10 )
2x71 2x27 Xo1 —X21 +2x2

Igualamos lugar a lugar y reescribimos las ecuaciones como un sistema lineal homogéneo en
las incognitas x11, x12, X21, X22:

X1 — X1 = An —X21 =0

X2 — X2 = —X11+2X12 X1 — X12 — x»p = 0
<

2xy1 = X1 X21 =0

2Xp = —X21 4+ 2x20 X21 = 0

Este sistema es equivalente a

X1 — X2 — xp = 0 X11 = X2+ Xx»
X21 = 0 X221 = 0

Por lo tanto, las soluciones X € R%2*2 son de la forma

X12+ X0 X 1 1 1 0

es decir, los elementos de S son las combinaciones lineales de ( (1) (1) > y ( (1) (1) )

Respuesta: { ( (1) (1) ) , < (1) (1) ) } es un conjunto de generadores para el subespacio S.

En R" también se puede hacer el camino inverso: dado un subespacio por medio de un conjunto
de generadores podemos hallar un sistema homogéneo de ecuaciones cuyas soluciones forman
el mismo subespacio.

Esto ya lo sabemos hacer, por ejemplo, en el caso de planos en R>: a partir de una ecuaciéon
paramétrica del plano, podemos hallar una ecuacién implicita. Vedmoslo ahora con mayor ge-
neralidad.

Ejemplo 6. Hallar un sistema de ecuaciones cuyo conjunto de soluciones sea el subes-
pacioS = ((1,0,1,-2,2),(1,2,3,1,-2)).
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Solucién: Los puntos x € R> que pertenecen al subespacio S son aquellos para los cuales
existen escalares 2,b € R que verifican

(x1,x2,x3,%4,x5) = a(1,0,1,-2,2) +b(1,2,3,1,—2) = (a + b,2b,a + 3b, —2a + b, 2a — 2b)

lo que equivale a que sea compatible el sistema

a + b = x

2b = X2

a + 3b = «x3
—2a + b = x4
20 — 2b = x5

Observar que, aunque estamos buscando condiciones para las coordenadas de x, las incégnitas
en este sistema son las variables a y b. Las coordenadas x1, x2, X3, X4, x5 actdan como pardmetros
del sistema. Escalonamos:

1 1 X1 1 1 X1
0 2| xo E-F—>HFK 0 2 X2
1 3| x3 F,+2F — F 0 2| x3—x1
-2 1| x4 Fs—2F — F 0 3| xq4+2x;
2 =2 x5 0 —4|x5—2x
11 X1
E—-—F — K 0 2 )
2F4 — 3F2 — P4 00 (X3 — X1) — (Xz)
FE+2F —+ F 00 2(x4—|—2x1) —3(XZ)
00 (X5 —le) —|—2(XQ)

Para que el sistema sea compatible es necesario y suficiente que se anulen los coeficientes de la
dltima columna en las filas donde todas las incégnitas (a2 y b) tienen coeficientes O:

X1
X2
(x3 —x1) — (x2)
2(3(4 + 2X1) — 3(9(2)
(X5 — 23(1) + 2(362)

O O OO
O O ON -

Es decir, x € R® pertenece al subespacio S si y solo si las coordenadas de x cumplen simultanea-
mente las ecuaciones

(x3—x1) = (x2) = 0
2(x4+2x1) —3(x2) =0
(X5 — 2X1) + Z(XQ) =0

que, reordenadas, nos dan un sistema de ecuaciones para S

—X1 — Xy + X3 = 0
4x; — 3xp + 2xy =0
—2x1 + 2xp + x5 = 0

Respuesta: S = {x € R°/ — x; — xo + x3 = 0;4x1 — 3xp + 2x4 = 0; —2x1 + 2x5 + x5 = 0}

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 13



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Verificacion:

Maés adelante veremos una verificaciéon completa.

Por el momento, corroboremos que los generadores de S son soluciones del sistema encontrado:
(1,0,1,-2,2):

-1 — 0 + 1 =0
4.1 — 3.0 + 2(-2)
2.1 + 2.0

(1,2,3,1,-2) :

I
o

N
+
N
—_
e}

Observaciones: En R” tenemos dos formas de describir un subespacio: como el conjunto de
soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas o a través de un conjunto de
generadores, y podemos, cuando sea necesario, pasar de una descripcion a la otra.

Si en un ejemplo como el anterior, al escalonar el sistema planteado obtenemos un sistema que
es compatible independientemente de las coordenadas de x, podemos concluir que cualquier
x € R" es una combinacién lineal de los vectores considerados, es decir, que el subespacio
generado por esos vectores es todo el espacio R".

Ejemplo 7. Hallar un sistema de ecuaciones para el subespacio

S=((1,0),(1,2),(-=3,1)).

Solucién: Un vector x € R? pertenece al subespacio S si existen 4, b, c € R que verifican
(x1,x2) = a(1,0) +b(1,2) +¢(—3,1),

lo que equivale a que sea compatible el sistema

a + b — 3¢ = x
2b + ¢ X2

Como este sistema es compatible independientemente de x1, x, € R concluimos que cualquier
x € R? pertenece al subespacio S, es decir, S = R2.

Respuesta: S = {x € R?/0 =0}

Ejemplo 8. Decidir si el conjunto C = {(—2,2,3),(1,0,1), (4, —2, —1)} genera R>.
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Solucién: Veamos si todos los vectores x = (x1,x2,x3) € R3 se pueden escribir como combi-
nacién lineal de los vectores de C, es decir, si para todo x = (x1,x2, x3) € R3 existen a,b,c € R
que cumplen

(x1,x2,x3) =a(—=2,2,3) +b(1,0,1) +c(4,—-2,-1).

Esto equivale a que sea compatible el sistema

—2a + b + 4 = xn -2 1 4| x
2a — 2 = x & 2 0 —2|x
3 4+ b — ¢ = x3 31 —1]x3
Escalonamos:
_2 1 4 xl _2 1 4 xl
2?:[;}_)—3 01 2/ xt+x |B-5h-RK( 012 X+ X1
3 173 0 5 10| 2x3+3x; 0 0 0| —2x; —5x+2x3

Encontramos que el sistema no es compatible para todos los valores x1, x2, x3 € R. Solo lo es
cuando se cumple —2x; — 5xp +2x3 = 0.

Respuesta: El conjunto C no genera R>.

Observacion: En el ejemplo anterior, al analizar la compatibilidad del sistema, encontramos
que el conjunto C genera el subespacio {x € R3/ — 2x; — 5x, + 2x3 = 0}.

4.3. Independencia lineal

Un espacio vectorial puede estar generado por distintos conjuntos de vectores y ademads, dos
conjuntos de generadores del mismo espacio vectorial pueden tener distinta cantidad de ele-
mentos.

Por ejemplo, larecta L: X = A(1, —1,2) la podemos escribir como L = ((1,—1,2)), pero tam-
bién como L = ((1,-1,2),(2,—2,4)). De hecho, los elementos del subespacio
((1,—1,2),(2,—2,4)) son los vectores v € R3 de la forma

v=ua(1,-1,2)+b(2,-2,4), abeR.
Teniendo en cuenta que (2, —2,4) = 2(1, —1,2), obtenemos:
v=a(1,-1,2) +2b(1,~1,2) = (a+2b)(1,-1,2), abeR,
y concluimos que estos vectores son los puntos de la recta ((1, —1,2)). Es decir,
((1,-1,2),(2,-2,4)) = (1, -1,2)).

En otras palabras, podemos suprimir el vector (2, —2,4) del conjunto de generadores y el
subespacio generado es el mismo (en este caso, la recta IL). Esto se debe, como vimos, a que
(2,-2,4) € ((1,-1,2)).
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Al analizar ((1,—1,2), (2, —2,4)) de la misma manera, pero usando que (1, —1,2) = 1(2,-2,4),
podemos concluir que ((1,-1,2),(2,—2,4)) = ((2,—2,4)), o sea, que alternativamente, pode-
mos suprimir (1, —1,2).

Cuando tenemos un subespacio nos interesa expresarlo de la manera mas simple posible. En
este contexto, lo que buscamos es trabajar con conjuntos de generadores que sean lo maés chi-
cos posible, o sea, en los que no podamos suprimir ningtin vector sin perder elementos del
subespacio.

En el ejemplo anterior, el haber podido eliminar uno de los vectores del conjunto de genera-
dores {(1,—1,2),(2,—2,4)} y seguir teniendo el mismo subespacio generado se debe a que los
vectores satisfacen una relacion de dependencia lineal:

2-(1,-1,2)+(-1)-(2,-2,4) = (0,0,0),

la que nos permitié expresar a uno de ellos en funcién del otro despejando:
1
(2,-2,4)=2-(1,-1,2) o6 (1,-1,2)= 5 (2,-2,4).

En lo que sigue vamos a estudiar las nociones de dependencia e independencia lineal de vec-
tores en un espacio vectorial V, utilizarlas para analizar la minimalidad de los conjuntos de
generadores de V e introducir una nocién de dimension.

Dependencia e independencia lineal

Decimos que un conjunto de vectores {v1,..., vy} deun espacio vectorial V es linealmen-
te dependiente si existen escalares ay,ay, . ..,a, € R no todos iguales a 0 tales que:

En caso contrario, decimos que {vy, ..., v, } es linealmente independiente; es decir, cuando
la tinica manera de escribir al vector O como combinacién lineal de los vectores vy, . . ., vy,
es con todos los escalares iguales a 0. Asi, {vy,...,v,} es linealmente independiente si
dados a1, a2, ...,a, € R tales que

a1vi +axvo + - +apv, =0,
entonces, necesariamente,
aqg=a=---=a,=0.

También decimos que los vectores vy, ..., v, son linealmente dependientes (respectiva-
mente, independientes) cuando el conjunto {vy, ..., v, } es linealmente dependiente (res-
pectivamente, independiente).

Observacién: Dados vectores vy, ..., v, siempre es posible escribir al vector nulo O como
combinacién lineal de esos vectores, simplemente como

0-vi+0-vo+---40-v, =0.
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La diferencia entre vectores linealmente independientes y dependientes es si ésta es la tinica
opcion o no.

Por ejemplo, el conjunto {(1, —1,2), (2, —2,4)} es linealmente dependiente ya que
2(1,-1,2) + (—=1)(2,—2,4) = (0,0,0).

Escribimos al vector nulo como combinacién de ambos vectores usando los escalares 2 y —1.
En este caso pudimos verlo a simple vista porque (1, —1,2) y (2, —2,4) son multiplos.

Ejemplo 1. Decidirsi {(1,1,1),(1,2,3)} es linealmente independiente.

Solucién. Estos dos vectores no son uno multiplo del otro. Para ver si son linealmente depen-
dientes o linealmente independientes tenemos que ver si podemos escribir al vector nulo como
combinacién lineal de los vectores involucrados usando escalares distintos de 0 o no. Es decir,
primero escribimos a (0,0,0) como combinacién lineal de ambos vectores,

a(1,1,1) + b(1,2,3) = (0,0,0),
(a+b,a+2b,a+3b) = (0,0,0).

Si igualamos coordenada a coordenada obtenemos un sistema de ecuaciones,

at+b =0,
a+2b =0,
a+3b = 0.

Resolviendo ese sistema vemos que la tinica solucién es a = 0y b = 0. Es decir, la tinica forma
de escribir al vector nulo como combinacién lineal de (1,1,1) y (1,2,3) es usando escalares a y
b iguales a 0. Concluimos que el conjunto es linealmente independiente.

Respuesta: El conjunto {(1,1,1), (1,2,3)} es linealmente independiente.

Observaciéon: Cuando tenemos sélo dos vectores podemos determinar si son linealmente de-
pendientes viendo si son multiplos. Esta regla no sirve cuando el conjunto tiene més de dos
vectores.

Ejemplo 2. Decidirsi {(1,0,1),(1,2,3),(0,2,2)} es linealmente independiente.

Solucién. Nuevamente la idea es analizar como son todas las combinaciones lineales posibles
que dan como resultado el vector nulo y ver si hay una sola (con todos los escalares iguales a
0) o si hay otra posibilidad. Planteamos entonces,

a(1,0,1) +b(1,2,3) +¢(0,2,2) = (0,0,0),
(a+b,2b+2c,a+3b+2c) = (0,0,0).

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 17



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Igualando cada coordenada,

a+ b = 0,
2b+2c = 0,
a+3b+2c = 0.

Para resolver el sistema planteamos su matriz ampliada y la escalonamos:
1100 11 0]0 1100
0 220)] B—F—HF 02 2|0 E-FE—FK 02 2|0
13 2|0 02 2/0 0 000

Como tenemos 3 incégnitas y luego de escalonar hay dos ecuaciones no nulas concluimos que
es un sistema compatible indeterminado.

Las soluciones de este sistema representan todas las posibles combinaciones lineales de los
vectores que dan como resultado (0,0, 0). Por lo tanto, que el sistema tenga infinitas soluciones
quiere decir que hay més de una combinacion lineal posible y que los vectores son linealmente
dependientes.

Respuesta: El conjunto {(1,0,1),(1,2,3),(0,2,2)} es linealmente dependiente.

Observacién: Cuando tenemos tres o més vectores ya no podemos saber si son linealmente
dependientes s6lo viendo si alguno es multiplo de otro o no. En este ejemplo, la combinacién
lineal que da el vector nulo se forma usando los tres vectores.

Ejemplo 3. Hallar alguna combinacién lineal de (1,0,1),(1,2,3) y (0,2,2) que dé
(0,0,0) y tal que sus coeficientes no sean todos 0.

Solucién: Para encontrar una combinacién lineal que dé el vector nulo tendrfamos que encon-
trar alguna solucién del sistema que planteamos en el ejemplo anterior. Al escalonar la matriz
ampliada del sistema, llegamos a que es equivalente a:

a+ b = 0,
2b+2¢c = 0.

De la segunda ecuacién tenemos que b = —c y, si reemplazamos esto en la primera, queda
a —c = 0, es decir, que a = c. Entonces, cualquier combinacién lineal de los vectores dados con
escalares de la forma (¢, —c, c), con ¢ € R, da como resultado (0,0, 0). Si tomamos, por ejemplo,
¢ = 1 tenemos que

1(1,0,1) — 1(1,2,3) + 1(0,2,2) = (0,0,0).

Respuesta: Una combinacién lineal posible es 1(1,0,1) — 1(1,2,3) + 1(0,2,2) = (0,0,0).

Podemos reescribir la combinacién lineal de los vectores que nos da el vector nulo en el ejemplo
anterior como
(1,0,1) +(0,2,2) = (1,2,3).
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Vemos entonces que (1,2,3) es una combinacion lineal de (1,0,1) y (0,2,2). Como estamos
trabajando con vectores de R?, podemos interpretar esto geométricamente: (1,2,3) pertenece
al plano que pasa por (1,0,1),(0,2,2) y (0,0,0).

Esto es justamente lo que podemos detectar cuando estudiamos la dependencia o independen-
cia lineal de un conjunto de vectores: si alguno de los vectores dados es una combinacién de
los restantes o no.

Si un conjunto de vectores es linealmente dependiente alguno de ellos es combinacién
lineal de otros, y reciprocamente.

En el ejemplo, a partir de la expresién de (1,2,3) como una combinacion lineal de (1,0,1) y
(0,2,2):
(1,2,3) = (1,0,1) + (0,2,2)

podemos, despejando, hallar una comabinacién lineal de los tres vectores que da el vector nulo:

(1,0,1) + (0,2,2) — (1,2,3) = (0,0,0).

Observaciéon: Siempre que planteamos una combinacién lineal de vectores igualada a cero
llegamos a un sistema homogéneo. Para saber si los vectores son linealmente independientes
o linealmente dependientes nos interesa saber si este sistema es compatible determinado o
compatible indeterminado y no necesitamos resolverlo.

. e . 11 -1 2 00 .
Ejemplo 4. Decidir si el conjunto { ( 0 0 > , ( 11 > , < 11 > } es linealmente
independiente.

Soluciéon: En primer lugar planteamos una combinacién lineal del conjunto que dé la matriz

nula:
11 -1 2 00 00
”(0 o)“’( 11)”(1 1)_<o 0)
— a—b a+2b\ [0 0
b+c b+c ) L0 O

Igualar lugar a lugar nos lleva al sistema:

a— b =0,

a-+2b =0,
b+c =0,
b+c =0,

que tiene como matriz ampliada a

1 -1 0|0

1 2 0|0

0 1 10

0 110
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Ahora tenemos que decidir si el sistema es compatible determinado o indeterminado. Para esto,
escalonamos la matriz. Si hacemos las operaciones F, — F; — F, y F4 — F3 — F; tenemos

1 -1 010
0 3 010
0 1 110
0 0 0|0
Ahora hacemos F3 — %Fz — 3
1 -1 00
0 3 010
0 0110
0 0 010

Por lo tanto, el sistema es compatible determinado y, como consecuencia, el conjunto dado es
linealmente independiente.

Respuesta: El conjunto { ( (1) (1) > , < _} i > , ( 2 (1) ) } es linealmente independiente.

Ejemplo 5. Decidirsi {(0,0,0),(1,2,3),(1,1,0)} es linealmente independiente. ]

Solucién: Este es un ejemplo muy particular porque uno de los vectores involucrados es el
vector nulo. Es muy facil entonces formarlo como combinacién lineal de estos tres vectores
usando algun escalar no nulo. Por ejemplo:

1(0,0,0) 4+ 0(1,2,3) + 0(1,1,0) = (0,0,0).

O sea, el conjunto de vectores es linealmente dependiente.

Respuesta: El conjunto {(0,0,0), (1,2,3),(1,1,0)} es linealmente dependiente.

Observacion: Si observamos el ejemplo con atencién vemos que no importé cuédles eran los
vectores no nulos del conjunto: el hecho de que esté el vector nulo alcanzé para ver que son
linealmente dependientes.

Si un conjunto de vectores contiene al vector nulo entonces es linealmente dependiente.

Ejemplo 6. Determinar todos los k € R para los cuales el conjunto
{(1,0-1,0),(1,1,-1,2),(2,3,—2,k)}

es linealmente independiente.
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Solucién: Para que el conjunto sea linealmente independiente, debemos ver que la tinica com-
binacién lineal de los vectores que da el vector (0,0,0,0) es con todos los escalares iguales a 0.
Planteamos:

a(1,0,—1,0) +b(1,1,-1,2) 4+ ¢(2,3,—2,k) = (0,0,0,0)

que, igualando coordenada a coordenada, nos conduce al sistema,

a + b + 2¢ =0

b + 3 =0
—-a — b — 2¢ =0
2b + ke = 0

Buscamos entonces los valores de k € R para los cuales este sistema es compatible determina-
do. Escribimos la matriz y escalonamos:

1 1 20 1120
0 1 3]0 01 3]0
1 -1 2o | BTh=EB 50 00
0 2 k|oO 02 ko
11 2 |0 11 2 |0
01 3 |0 01 3 |0
B=2b=H| 430 o o[B8 00 k_6l0
00 k=60 00 0 |0

Mirando la dltima matriz concluimos que el sistema es compatible determinado si k — 6 # 0,
es decir, si k # 6, mientras que para k = 6 es compatible indeterminado.

Respuesta: El conjunto {(1,0 —1,0), (1,1, —1,2),(2,3,—2,k)} es linealmente independiente
siy solosik # 6.

Ejemplo 7. Sea V un espacio vectorial y v1,vy,v3 € V. Sabiendo que {vy, vy, v3} es
linealmente independiente decidir si {2v; + v, —3vy + 2v3, —v; + Vo — v3} lo es.

Solucién. De la misma manera que antes, planteamos una combinacién lineal de los vectores
igualada al vector nulo, al que llamaremos simplemente O:

a(2vi +vo) +b(—3vy +2v3) + c(—vy + vy —v3) = O.

Las propiedades de la suma y el producto por escalares del espacio vectorial V nos permiten
reescribir el lado izquierdo de esta igualdad como una combinacién lineal de vy, vo y va:
2avy + avy — 3bvy + 2bvsy — cvy +cvp —cvz = O EV7y EV9
2avy — cvy + avy — 3bvy + vy +2bvy — cvy = O EV6
(2a—c)vi+(a—=3b+c)va+ (2b—c)va= O  EV8

Como tenemos una combinacién lineal de vq, v2 y v3 que da O y estos vectores son linealmente
independientes, cada uno de los escalares involucrados debe ser 0. Entonces:

2a — ¢ = 0,
a — 3 + ¢ = 0,
2b — ¢ = 0.
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Notemos que a4,b y ¢ son los coeficientes de la combinacién lineal que planteamos en primer
lugar. Llegamos a que deben ser soluciones de un sistema lineal homogéneo. Entonces nos
queda determinar si este sistema admite una tnica solucién o infinitas. Para eso planteamos la
matriz y escalonamos.

2 0 —-110 2 0 —-11]0 2 0 —-110
1 -3 1|0 2L —F — F 0 -6 310 3+ F — F 0 —6 310
0 2 =110 0 2 =110 0 0 010

Como el sistema es compatible indeterminado, los vectores son linealmente dependientes.

Respuesta: {2v; + vy, —3v; + 2v3, —vj + Vo — v3} es linealmente dependiente.

4.4. Basesy dimensidén

Como comentamos al comienzo de la seccién anterior, de los distintos conjuntos de generado-
res que puede tener un espacio vectorial, estamos interesados en buscar aquellos que tengan la
menor cantidad de vectores que sea posible. La independencia lineal es la propiedad que nos
asegurara esta buena caracteristica en un conjunto de generadores.

Bases de un espacio vectorial

Un conjunto de vectores {vy,...,v,} es una base de un espacio vectorial V si es lineal-
mente independiente y genera V.

Una base es un conjunto de generadores en el que no “sobra” ninguno.

Por ejemplo {(1,—1,2)} es una base de ((1, —1,2)), pues lo genera y es linealmente indepen-
diente. En cambio, {(1, —1,2), (2, —2,4)} no es una base, porque si bien genera el subespacio
no es linealmente independiente.

Un mismo espacio vectorial puede tener muchas (infinitas) bases distintas, pero todas tienen la
misma cantidad de vectores.

Dimensién de un espacio vectorial

Llamamos dimension de un espacio vectorial V a la cantidad de vectores que forman una
base de V. Escribimos dim(V) para referirnos a la dimensién de V.

Por ejemplo, la recta ((1,—1,2)) tienen dimensién 1 ya que {(1,—1,2)} es una base y estd
formada por un vector.

Si queremos calcular la dimensién del plano S = ((1,1,0), (1,2,3)) tenemos que dar una base.
Los vectores (1,1,0) y (1,2,3) lo generan y ademads son linealmente independientes (como son
s6lo dos podemos saberlo porque no son multiplos). Entonces {(1,1,0),(1,2,3)} es una base
de S. Por lo tanto, dim(S) = 2.
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¢Es la tinica base posible? No, cualquier otro par de vectores linealmente independientes que
estén en S formaréan una base. Por ejemplo, podemos tomar {(1,1,0), (2,3,3)}. Lo que nunca
podremos conseguir es una base de S que no tenga 2 vectores.

Consideremos ahora V = R3. Para obtener la dimensién de V, tenemos que dar una base. Hay
una forma muy facil de hacerlo. Tomemos

E ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

Veamos que E es una base de R3. Verifiquemos que R® = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)), es decir,
que todo vector de R3 es combinacién lineal de los vectores de E. Dado (x,y,z) € R es facil
encontrar la combinacién lineal, ya que

(x,y,z) = x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0,1).
Falta ver que {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es linealmente independiente. Si planteamos
a(1,0,0) + b(0,1,0) +¢(0,0,1) = (0,0,0),

igualando coordenadas tenemos que

=0,
b=0,
c=0.

Por lo tanto, E es linealmente independiente. En consecuencia, E es una base de R3 y, entonces,
dim(R3) = 3. Esta base se llama la base candénica de R3.

Observaciéon: Podemos construir bases similares para R", para cualquier n. Por ejemplo, E; =
{(1,0),(0,1)} y E4 = {(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)} son las bases canénicas de R?
y R* respectivamente. Por lo tanto, dim(R") = n.

Similarmente podemos hallar bases para R"*", para m,n € N, y calcular su dimensién. Por
ejemplo:

. 10 01 00 00 2%

{<O O>’<O 0),<1 0),(0 1>}esunabasedeR ,

. 1 00 010 0 01 0 0O 0 0O 0 00
0oo0o0/)’\ooo0O/)’\0oOOO/)’\'100/)’\01O0)"\0O01

es una base de R?*3.
De este modo deducimos que dim(R"*") = mn.

Ejemplo 1. Hallar una base y la dimensién del subespacio

H:{X€R4 : x1—|—X2—|—X3—|—X4:0}.
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Solucién: El primer paso es buscar generadores de H. Si despejamos de la ecuacién de H, por
ejemplo,

X1 = —X2 — X3 — X4,

llegamos a que un vector general de H es de la forma (—x; — x3 — x4, X2, X3, X4) CON X, X3 y
x4 € R. Entonces,

H = <(—1/ 1/0/0), (_1,0, 1, 0), (_1, O, 0,1)>,

Veamos si el conjunto de generadores que hallamos {(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(-1,0,0,1)} es linealmen-
te independiente. Planteamos:

a(-1,1,0,0) +b(-1,0,1,0) + ¢(-1,0,0,1) = (0,0,0,0),

que nos lleva al sistema de matriz ampliada

OO ==
O = O =
_ o O -
o O OO

De las filas 2, 3 y 4, vemos claramente que es un sistema compatible determinado y, por lo tanto,
{(-1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1) } es linealmente independiente. Concluimos que:

Respuesta: {(—1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1) } es una base de H y dim(H) = 3.

Observemos que los tres vectores de la base vienen de las tres variables libres que teniamos
(x2, x3 ¥ x4). Esto nos da una pauta de cudl es la dimensién de H antes de encontrar la base.

Propiedad

Si S={xeR": Ax =0} entonces dim(S) = n —rg(A).

Recordar que rg(A), el rango de A, es la cantidad de filas no nulas de una matriz escalonada
obtenida a partir de A.

Ejemplo 2. SeaS = {x € R* : x; +x3+2x4 = 0;x1 +3x2 + x3 = 0;3x2 — 2x4 = 0}.
Calcular la dimensién y dar una base de S.

Solucién: La matriz asociada a las ecuaciones de S es

1 01 2
A= 131 0 ].
0 3 0 -2

Para calcular la dimensién de S, escalonamos A y calculamos su rango:

1 01 2 1 01 2 1 01 2
1 31 0 Fz—F1—>F2 03 0 -2 Fg—Fz—)Fg, 03 0 -2 .
0 3 0 -2 03 0 -2 000 O

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 24




Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Vemos que el rango de A es 2. Entonces, dim(S) =4 —2 = 2.

Conocer la dimensién de un subespacio de antemano es muy ttil para calcular una base. En
este caso, como ya sabemos que la dimensién de S es 2, s6lo necesitamos encontrar dos vectores
que generen a S. Estos vectores serdn linealmente independientes porque si no, la dimensién
de S seria menor que 2. Para esto resolvemos el sistema:

o

X1 + x3 + ZJC4 =
3X2 — ZX4 =0

Tenemos que

2
Xy = §x4, X1 = —X3 — 2X4.
Asi, un vector de S tiene la forma (—x3 — 2xy4, %x4, x3,x4) = x3(—1,0,1,0) + x4(—2, %, 0,1), con
x3, x4 € R. Entonces,

((=1,0,1,0, (=2, 2,0,1)).

S 7 4
3

2
Como ya sabemos que S tiene dimensién 2, concluimos que B = {(—1,0,1,0), (-2, 3 0,1)} es

una base de S.

Respuesta: dim(S) =2y {(-1,0,1,0), (-2, %,O, 1)} es una base de S.

Propiedad

Si dim(V) = n, para ver que n vectores de V forman una base s6lo hace falta verificar
una de las dos condiciones: que son linealmente independientes o que generan V.

Ejemplo 3. Sea H = ((—1,1,0,0),(-1,0,1,0),(—1,0,0,1)). Hallar una base de H for-
mada por vectores cuyas coordenadas sean todas distintas de 0.

Solucién: Ya trabajamos con este subespacio en el Ejemplo 1 de esta seccién y vimos que el
conjunto de vectores {(—1,1,0,0),(—1,0,1,0),(—1,0,0,1) } es una base de H. Esta base, clara-
mente, no cumple lo pedido. Como dim(H) = 3, para formar otra base necesitamos 3 vectores
de H que sean linealmente independientes. Ademads, necesitamos que esos vectores no tengan
ninguna coordenada igual a 0.

Para formar vectores de H tomamos combinaciones lineales de los generadores. Podemos con-
siderar, por ejemplo:

(=1,1,0,0) + (—1,0,1,0) + (—1,0,0,1) = (=3,1,1,1),
(=1,1,0,0) + (—1,0,1,0) — (=1,0,0,1) = (—=1,1,1,—1),
(=1,1,0,0) +2(—1,0,1,0) — (=1,0,0,1) = (—2,1,2, —1).

Estos tres vectores pertenecen a H. Para que formen una base, deben ser linealmente indepen-
dientes. Planteamos

a(-3,1,1,1) + b(-1,1,1,-1) + ¢(-2,1,2,—-1) = (0,0,0,0),
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que nos lleva al sistema

—3a— b—2c 0,
a+ b+ ¢ =0,
a+ b+2c 0,
a— b— ¢ 0
Escalonamos:
-3 -1 =210 36+ F — F -3 -1 =210
1 1 10 0 2 10
3+ F — F
1 1 210 3F, 4 F — F 0 2 410
1 -1 —-1]0 4T T 0 —4 —5|0
-3 -1 =210 -3 -1 =210
F—F — F 0 2 1|0 0 2 1|0
42| o o 3o [BYB2REL o o 3]0
0 0 =-31]0 0 0 010

Como el sistema es compatible determinado el conjunto de vectores es linealmente indepen-
diente y, por lo tanto, es una base de H.

Respuesta: B = {(-3,1,1,1),(-1,1,1,-1),(—=2,1,2,—1)} es una base H con vectores sin
coordenadas iguales a 0.

Observaciéon: Podriamos haber formado otras combinaciones lineales distintas. Hay infinitas
bases de H que tienen la forma pedida.

4.5. Extraccién y extensién de bases

Dado un conjunto C de vectores en un subespacio S de un espacio vectorial V, extraer de C una
base de S significa encontrar un subconjunto de C que sea una base de S, es decir, que genere
el subespacio S y sea linealmente independiente.

Para poder hacer esto, es necesario que C sea un conjunto de generadores de S; de lo contrario,
ningtn subconjunto de C podré generar S.

Ejemplo 1. Dado el subespacio S = ((—1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5)) de R3, extraer del
conjunto C = {(—1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5) } una base de S.

Solucién: Observar que C es un conjunto de generadores de S. Podemos ver que C no es un
conjunto linealmente independiente:

a(—1,1,2) + b(1,2,1) + ¢(—1,4,5) = (0,0,0)

—a + b — ¢ =0 -1 1 —-11]0
<— a + 2b + 4c = 0 > 1 2 410
20 + b + 5¢c = 0 2 1 510
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Escalonamos:
11 —1]0 11 —1]0 11 —1]0
12 4|0 ]ff;;__ﬁ% 03 30| B-BEoE|l 03 30
21 5|0 3 1= %3 03 3|0 00 00

y vemos que el sistema es compatible indeterminado. El conjunto C, entonces, no es una base
deS.

Para extraer una base tenemos que quitar elementos de C.

Volvamos a la tltima matriz:

|
—_

-1
0
0

B
o w
oo o

0

Sabemos que si les damos valores a las incognitas que corresponden a las columnas donde no
estan los lugares principales de la matriz (en este caso, a la incégnita c), podemos despejar los
valores de las restantes y hallar una solucién del sistema. Por ejemplo, si ¢ = 1, de la segunda
ecuacién obtenemos b = —1y, reemplazando estos valores en la primera ecuacién, despejamos
a = —2. La solucién del sistema que obtuvimos nos da una combinacién lineal

(-=2)(-1,1,2) + (-1)(1,2,1) +1(—1,4,5) = (0,0,0)

que permite despejar el vector (—1,4,5), que es el que estd multiplicado por el coeficiente al
que le dimos el valor ¢ = 1, en términos de los otros dos (esto podremos hacerlo siempre,
independientemente de cudles sean los valores de a y b obtenidos en la solucién con ¢ = 1;
en este caso, como 4 y b no son 0, también podriamos despejar cualquiera de los otros dos
vectores):

(=1,4,5) = 2(~1,1,2) + 1.(1,2,1).
Esto significa que
(-1,4,5) € ((-1,1,2),(1,2,1)) .

Recordando que ((—1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5)) es el menor subespacio que contiene a los vec-
toresde C = {(—1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5)}, resulta que

S=((-1,1,2),(1,2,1),(-1,4,5)) € {((-1,1,2),(1,2,1)),
y como también vale que
((-1,1,2),(1,2,1)) Cc ((—-1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5)) =S,

concluimos que C' = {(-1,1,2),(1,2,1)} genera S.
Para ver si C’ es un conjunto linealmente independiente planteamos

—a + b =0 -1 110
a(-1,1,2) +5(1,2,1) = (0,0,0) <~— a + 2b = 0 « 1 2|0
2a + b = 0 2 110
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Si usamos los mismos pasos para escalonar que en el sistema para los vectores de C, obtenemos

-1 110 -1 110 -1 110

120 PFZj;Fliif 030 |B-BE—=FK| 030

2 1]0 STA T 0 3|0 0 0[0
El sistema es compatible determinado y, por lo tanto, el conjunto C' = {(-1,1,2),(1,2,1)} es
linealmente independiente.

En resumen, C’ genera Sy es linealmente independiente; entonces, C’' es una base de S.

Respuesta: El conjunto {(—1,1,2),(1,2,1)} esunabasede S = ((—1,1,2),(1,2,1),(—1,4,5)).

Observacién: El dltimo sistema que escalonamos equivale a ignorar al tercer vector (el que
quitamos) en el planteo para el andlisis de la independencia lineal de C:

—-a + b — ¢ =0
a(—1,1,2) + b(1,2,1) + ¢(=1,4,5) = (0,0,0) <> a + 20 + 4c =
2a + b + 5¢ = 0

]

Como usamos los mismos pasos para escalonar en ambos casos, obtenemos

-1 1 -1/0 -1 1 -1/0 -1 1 -1/0
12 a0 2EU7R L 03 50 |BE-BEoR| 03 30
21 5/0) 2T 03 3|0 00 0/0

Ignorando la tercera columna conseguimos el sistema compatible determinado que nos mostré
que C’ es una base de S.

Ademas, la matriz del sistema para el problema de la independencia lineal planteado con C’
tiene el mismo rango que la matriz del sistema para el problema planteado con C.

Esto sugiere una forma mads rdpida de extraer una base a partir de un conjunto de generadores:

Ejemplo2. Dado el conjunto C = {(1,2,1,-1),(-2,1,3,1),(0,5,5,-1),(1,-1,1,-1)},
extraer una base del subespacio S generado por C.

Solucién: Ya sabemos que C genera S. Veamos si es un conjunto linealmente independiente:

a(1,2,1,-1) + b(-2,1,3,1) 4+ ¢(0,5,5,—1) + d(1,—1,1,—1) = (0,0,0,0)

a — 2b +d =0 1 -2 0 1]o0
20+ b + 5 — d = 0 2 1 5 —1]0
4 + 3 + 5 +d =071 3 5 10
4 4+ b — ¢ —d =0 1 1 -1 -1]0
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1 -2 0 1]0 1 -2 0 1]0
2 1 5 10 F;__ZFFl__;FPZ 0 5 5 —3[0
1 3 5 1]0 P3+F1_>F3 0 5 5 0|0
-1 1 -1 =110 4T N -1 -1 0]o0
1 =20 1]0 1 =20 1]0
E-LsFE |0 55 —3|0 0 55 —-3|0
SE+BoE |0 00 3lo|BTB7REgeo0 30
0 00 -3|0 0 00 0|0

Obtenemos un sistema compatible indeterminado y, por lo tanto, el conjunto C es linealmente
dependiente.

Notar que la dltima ecuacién no nula, 3d = 0, nos dice que, aunque el sistema tiene soluciones
no triviales que relacionan a los vectores, en todas ellas el valor de d es cero. Esto significa que
en realidad las relaciones existentes involucran a los otros vectores pero no a (1,-1,1,-1), que
es el vector asociado a la incognita d en la combinacion lineal. El vector (1, —1,1, —1) 1o es una
combinacién lineal de los otros y si lo quitamos, el subespacio generado se achica.

Como en el ejemplo anterior, si consideramos las columnas que contienen a los lugares princi-
pales de la matriz (es decir, los primeros elementos distintos de 0 de cada fila)

oo o]
o o[l
e
]

e

se forma un sistema compatible determinado. Por lo tanto, los vectores asociados a esas colum-
nas forman un subconjunto C" = {(1,2,1,-1),(-2,1,3,1),(1,—1,1,—1) } de C que es lineal-
mente independiente.

Para ver que el vector (0,5,5, —1) que suprimimos es combinacién lineal de C’, podemos hallar
una solucién no trivial del sistema con ¢ = 1 despejando las demds incégnitas a partir de las
ecuaciones del sistema escalonado: d = 0, b = —1y a = —2. Obtenemos:

(-2)(1,2,1,-1)+(-1)(-2,1,3,1)+1(0,5,5,—1) +0(1,—-1,1,—1) = (0,0,0,0)
De esta combinacién lineal con ¢ = 1, despejamos el vector en funcién de los de C”:
(0,5,5,—1) =2(1,2,1,—1) + (-2,1,3,1).

Entonces, (0,5,5,—1) € ((1,2,1,-1),(-2,1,3,1),(1,—-1,1, —1)).
Con el mismo razonamiento que en el ejemplo anterior, deducimos que C’ genera el mismo
subespacio que C.

Respuesta: {(1,2,1,—-1),(-2,1,3,1),(1,—1,1, —1) } es una base de S extraida de C.
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Si M es la matriz del sistema planteado al analizar la independencia lineal de un conjunto
C de generadores del subespacio S, el subconjunto B de C formado por los vectores
correspondientes a las columnas que contienen a los lugares principales de una matriz
escalonada obtenida a partir de M es una base de S.

La dimensién del subespacio S es el rango de la matriz M.

La base obtenida a partir de las columnas correspondientes a los lugares principales de la ma-
triz escalonada, en general no es la tinica base que podemos extraer de C. Por ejemplo, en el
caso anterior podemos elegir también las columnas 1, 3 y 4,

1 -2 0 1|0
0 55 3|0
0 00 3|0
0 00 010

Podemos ver que estas columnas dan lugar a un sistema compatible determinado. Esto nos
muestra que el conjunto {(1,2,1,-1),(0,5,5,—1),(1,—1,1, —1)} es linealmente independiente
y, como dim(S) = 3, es una base de S.

Si elegimos las columnas 2, 3y 4,

1 -2 0 10
0 55 -3|0
0 00 3|0
0 00 0]0

la matriz atin no estd escalonada. Para determinar si los vectores correspondientes forman una
base de S tendriamos que escalonarla y ver si el sistema es compatible determinado para ase-
gurar, como en el caso anterior, la independencia lineal de los vectores.

Ejemplo 3. ExtraerdeC:{<(1) _(1)>,<(1) [1)>,<_1 1)/<(1) 8)/((1) 1)}

si es posible, dos bases del subespacio S de R2*? que genera.

Solucién. Como antes, vamos a analizar la independencia lineal de C y, a partir de este plan-
teo, determinar subconjuntos de C que sean bases del subespacio de R>*2 que genera:

Lo ) (3a)ee(ha)relo o) <(v )= (0 0)

a — ¢+ d -0 10 -110]0
b + ¢ + e =0 01 1 0110
b + ¢ + e =071 01 1010
—a + ¢ + e =0 -1 0 1 0110
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Escalonamos:

10 -1 1010 10 -110/|0

0 1 1 0 11]0 FE-LFE—F 01 1 0 110

0 1 1 0 1|0 Fo+F — F 00 0 0 0|0

-1 0 1 0 1|0 00 0110

1 0 -1 10]0

0 1 1 0 1|0

Behblogo 01 1]0

00 0 0 0|0

Los lugares principales de la matriz escalonada estan en las columnas 1, 2 y 4:

O~ R, O
S O O O

Como consecuencia, las matrices 1, 2 y 4 del conjunto C forman una base del subespacio S:

I 0 0 1 10 .
B1—{<0 _1>,<1 0>’<0 0)}.Entonces,d1m(8)_3-

Para obtener otra base de S, basta elegir otras 3 columnas que den lugar a una matriz de rango
3. Por ejemplo, vemos que las columnas 1, 3 y 5 forman una matriz escalonada de rango 3

-1

S O O
o O = O
S O =

SO = O
O R = O
o O O O

y, por lo tanto, los elementos correspondientes del conjunto C son linealmente independientes.
. 1 0 -1 1 01
Deducimos que B, = { < 0 —1 > , < 11 > , < 11 ) } es otra base de S.

Respuesta:

(0 (00 (4G ()

son dos bases de S extraidas de C.

Ejemplo4. Sea B = {vj, vy, v3} unabase de un espacio vectorial Vy sea C = {2v; + vy,
—3vy +2v3, —vq + v — v3 }. Extraer de C, si es posible, dos bases distintas del subespacio
S = <2V1 + vy, —3vy +2v3, —Vv] + Vp — V3>.

Solucién: Notar que C es un conjunto de generadores de S. Veamos si C es linealmente inde-
pendiente

a(2v1 + V2) + b(—3V2 -+ 2V3) + C(—V1 + vy — V3) =0
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Usando propiedades de los espacios vectoriales desarrollamos
2avy + avy, — 3bvy +2bvsy — cvy +cvy — cvy = O

y reagrupamos:
(2a —c)vi+ (a—=3b+c)va+ (2b —c)v3 = O

Como B = {vy, vy, v3} es una base de V, el conjunto {vy, v, v3} es linealmente independiente,
es decir, si para a1, a;, a3 € R se tiene que

a1vy + axva +azvy = O
entonces, necesariamente, debe valer
a) = day = az — 0.

Esto nos conduce al sistema
2a — ¢ =0 2 0 —-11]0
a — 3b + ¢ = 0 & 1 -3 1/0
2b — ¢ =0 0 2 =110
Escalonamos

2 0 -110 2 0 -110 2 0 -1|0
1 -3 1|0 |2B-F—+FKL| 0 -6 3|0 |3B+EKE—FK| 0 —6 3|0
0 2 -1|0 0 2 —-1|0 0 0 0|0

Eligiendo las columnas 1 y 2, que contienen a los lugares principales de la matriz,

2 0 -110
0 -6 3|0
0O 0 00

tenemos que By = {2v; + vz, —3v, + 2v3} es una base de S y dim(S) = 2.
Seleccionando las columnas 1y 3,

2 0 -1/0
0 -6 3|0
0 0 0|0

obtenemos también una matriz de rango 2, con lo cual By = {2v; + vy, —v] + v, — v3} es otra
base de S.

Respuesta: By = {2v; + vy, —3vo +2v3} vy By = {2vq + vp, —vq + V2 — v3} son bases de S
extraidas de C.

Ejemplo 5. Sean S = ((2,2,2,2),(1,3,0,2)) y H = {x € R*/ —3x; + x, +2x3 = 0}.
Hallar, si es posible, una base de H que contenga una base de S.
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Solucién: Como los vectores de una base pertenecen al subespacio que generan, si queremos
que una base de S sea parte de una base de H, necesitamos que los vectores de la base de S
pertenezcan a H y, por lo tanto, el subespacio S debe estar contenido en H.

Podemos verificar que esto ocurre viendo que los generadores de S cumplen la ecuacién de H:

(2,2,2,2) e H: —-3:-24242-2=0
(1,3,0,2) e H: -3:-14342-0=0
Entonces S ¢ H.

Para obtener una base de S podemos extraerla del conjunto de sus generadores. Como solo son
dos y no nulos, para ver que forman un conjunto linealmente independiente alcanza con ver
que no son multiplos: si k € R cumple (2,2,2,2) = k(1,3,0,2), tenemos el absurdo 2 = 0 en
la tercera coordenada. Tenemos entonces que Bs = {(2,2,2,2),(1,3,0,2)} es una base de S 'y
dim(S) = 2.

Podemos encontrar una base de H resolviendo la ecuacién que lo describe pero dificilmente
encontremos entre los generadores a los vectores de Bs.

Lo que haremos para resolver el problema planteado es extender la base Bs a una base de H,
esto es, agregar vectores de H hasta alcanzar un conjunto linealmente independiente con una
cantidad de vectores igual a la dimensién de H.

Para saber cudntos vectores necesitamos agregar, calculamos la dimensién de H. Al ser un
subespacio de R* dado por ecuaciones vale: dim(H) = 4 —rg(A),donde A = (-3 1 2 0)
es la matriz asociada al sistema (en este caso, una ecuacién no nula) que define a H. Como
rg(A) = 1 tenemos que dim(H) = 3.

Entonces, para extender la base Bg a una base de IH necesitamos agregar un vector v € H tal
que el conjunto B = {(2,2,2,2),(1,3,0,2), v} sea linealmente independiente.

Tomando los valores x; = 1,x3 = 1, x4 = 2, de la ecuacién de H podemos despejar x, = 1, que
nos da la solucién (1,1,1,2).

Verificacién (1,1,1,2) e H:  —3-1+1+2-1=0.

Para ver si nos queda un conjunto linealmente independiente planteamos

a(2,2,2,2) 4+ b(1,3,0,2) +¢(1,1,1,2) = (0,0,0,0)
2a + b + ¢ =0 21 110
200+ 3 + ¢ =0 2 3 1/0
— \ 2 + c=0 012010
20 + 2b + 2c = 0 2 2210
2 10]0 2 1 0]0 2 1 0]0
?:?:? 0 20[0 | 2k+h—~FK [020/0]|, . [020]0
e pap |0 =100 |2-E=E|0000 [ 0020
1—FH = F
0 1 1|0 00 2|0 00 0|0

Como el sistema es compatible determinado, el conjunto es linealmente independiente.

Respuesta: B = {(2,2,2,2),(1,3,0,2),(1,1,1,2) } es una base del subespacio H que contiene
aBs=1{(2,2,22),(1,3,0,2)}, que es una base de S.
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Para poder extender un conjunto a una base de un subespacio hay que partir de un
conjunto linealmente independiente que esté contenido en el subespacio.

El problema de extender una base de un subespacio S a una base de un subespacio H
tiene solucién siy solosi S C H.

En el ejemplo, para extender una base Bg de S a una base de H, elegimos un vector v € H
arbitrario que resulté formar un conjunto linealmente independiente junto con los de Bs. Pero
podria haber resultado un conjunto linealmente dependiente.

En forma més general podemos agregar una base completa de H al conjunto Bg y de ahi extraer
la base que necesitamos. Hagamos esto en el ejemplo.

En primer lugar, buscamos una base de H. Despejando x, en la ecuaciéon de H para escribir en
forma paramétrica las soluciones, obtenemos la base By = {(1,3,0,0), (0,—2,1,0),(0,0,0,1)}.
Ahora, del conjunto C = BsU By = {(2,2,2,2),(1,3,0,2),(1,3,0,0),(0,—2,1,0),(0,0,0,1) }
extraemos una base, tomando la precaucién de dejar en ella los vectores de Bg (observamos que
siempre podremos hacer esto debido a que los vectores de Bs son linealmente independientes):

a(2,2,2,2)+b(1,3,0,2) +¢(1,3,0,0) +d(0,—2,1,0) +¢(0,0,0,1) = (0,0,0,0)

20 + b + ¢ = 0

20 + 3b + 3¢ — 2 =0

2a + d = 0

2a + 2b + e =0

211 00]0 2 1 1 00]0

233—200?:?:?022—200

200 10[0]) 7 o 2 |0-1 -1 100

220 o01j0o) * P7*\o 1 -1 01]0
21 1 00]|0 21 1 00]0
2B+FB—F [ 02 2 -20(0 |, |02 2 -20/0
2F,—E—F |00 0 00[0 |00 -4 2 2|0
00 -4 220 00 0 00]0

Para extraer de C una base que contenga a Bs usamos las dos primeras columnas y una de las
otras tres (en este caso, con cualquiera de las tres se obtiene una matriz de rango dim(H) = 3);
por ejemplo, las columnas correspondientes a los lugares principales:

21 1 0010
02 2 -20]0
00 4 2 2|0
00 O O00O0]0

Entonces, {(2,2,2,2),(1,3,0,2),(1,3,0,0)} es otra base de H que contiene una base de S.

Ejemplo 6. Extender, si es posible, el conjunto { ( (1) _[1] ) , ( 1 (1) ) } a una base de
RZXZ'
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Solucién: El conjunto Cp = {( (1) _(1) > , ( (1) (1) > } es linealmente independiente, ya que

tiene s6lo dos elementos y no son uno multiplo del otro. Esto nos asegura que podemos exten-
derlo a una base de R2*2.

Como dim(R?*2?) = 4, para conseguir una base debemos agregar 2 elementos a Cy de modo que
el nuevo conjunto de 4 elementos contintie siendo linealmente independiente. Para hacer esto,
podemos probar con cualquier matriz de R?*?, pero podria resultar un conjunto linealmente
dependiente y tendriamos que volver a empezar eligiendo otra matriz, con la que nos podria
pasar lo mismo, y asi sucesivamente.

Una manera sistematica de resolver el problema es agregar elementos de una base de R?*2, por

sempion= {4 0)-(5 0 )-(10)(5 7))

Veamos si al agregar a Cy el primer elemento de B nos queda un conjunto linealmente indepen-
diente:

a+b+c =

1 0 11 10 0 0 b=
”<0—1>+b<0 0)“(0 0>_(0 0)‘:> 0 =

—a —

o O o O

La tinica solucién del sistema esa = 0, b = 0y c = 0. Por lo tanto,

1 0 11 10 , ‘ '
G = {( 0 —1 >, ( 00 >, < 0 0 >} es linealmente independiente.

Ahora veamos si al agregar a C; el segundo elemento de B nos queda un conjunto linealmente
independiente:

a+b+c =

10 11 10 01\ (00 btd =
”(0 —1>+b<0 0>+C<0 o)+d<0 0)‘(0 0>‘:’ 0 =

—a —

o O OO

Las soluciones de este sistema son b(0,1, —1, —1) con b € R; es decir, tiene solucién no trivial
y, por lo tanto, el conjunto es linealmente dependiente. Esto significa que no podemos agregar

< 8 (1) ) al conjunto C; (y, ademds, que esta matriz pertenece al subespacio generado por Cy).

Analizamos entonces si al agregar a C; el tercer elemento de B resulta un conjunto linealmente
independiente:

a+b+c =

10 11 10 0 0 0 0 b
”(0 —1>+b<0 0>+C<0 o)+d<1 0)‘(0 0>‘:’ d

—a et

|
cooo

Como la tinica solucion del sistema esa=0,

b=0
o (1 o 11 00
27 1\lo0 -1 00 10
Respuesta: {( (1) _(1) ) ( (1) (1) > < > < (1) 8 >}es una base de R?*? que extien-

de al conjunto dado.

0,d =0, el conjunto

4

Cc =
> } es linealmente independiente.
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Ejemplo 7. Sea B = {vj, vy, v3,v4} una base de un espacio vectorial V y sea S el subes-
pacio S = (vy —2vy, V1 + v — V3, V] — v3 + 2vy4). Hallar una base de S y extenderla a
una base de V.

Solucién: Veamos si los generadores de S nos sirven como base, es decir, si son linealmente
independientes. Planteamos:

a(va —2vy) +b(vi+ vy —v3) +c(vi —v3+2vy) =0
que reagrupando queda
(b+c)vi+ (a+b)va+ (—=b—c)vz+ (—2a+2c)vy = O

Como {vy, vy, v3, v4} es linealmente independiente por ser una base de V, la tinica posibilidad
para que esto ocurra es

b + ¢ = 0 0 1 1]0
a + b =0 [ 1 1 ofo
b — ¢ =0 0 -1 —110
—2a T 2 = 0 2 0 20
1 1 o0lo 110]0 11 0]0
0 1 1|0 B+roE [0 1 10 - 01 1/0
hehbl o 4 qlo| B+2rnosm oo olo |B7227R] 00 00
2 0 20 0220 0000

Entonces Bs = {v, — 2vy, v1 + vo — v3} es una base de S.
Para extenderla a una base de V podemos agregar toda la base B y luego extraer una base:
C =BsUB = {vy —2vq, vy + V2 — V3,V1, V2, V3, Va }

a(vy —2vy) +b(vi+ vy —v3) +cvi+dva+evs+ fvy =0

— (b+o)vi+(a+b+d)va+ (-b+e)vs+ (—2a+ f)va=0
b + ¢ — 0 0 11000]0
a + b + d — 0 1 101000
— — b T+ oe — 0 o -10010]0
24 + f =0 2 0000 1|0
1 10100]0 110100]0
0 11000|/0| B+E—>FE (0110000
F+ F
0 -10010|0| FR+2=FE 00101 0]0
2 0000 1|0 0202010
11 0100]0 117010 0|0
01 10000 011000|0
B=2B—=FR| 39 10100 |BT2B7REl 00101 0|0
00 —220 1|0 0002210

Respuesta: B’

{va — 2vy,v1 + v — v3, vy, V2 } es una base de V que contiene una base de S.

Area de Matematica - Ciclo Basico Comtn - Universidad de Buenos Aires

36



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Observaciéon: En este ejemplo, dim(S) = 2 y dim(V) = 4. Hay muchos pares de vectores
de V que sirven para extender la base Bs a una base de todo el espacio vectorial (no solo las
opciones que surgen al agregar vectores de la base B = {vy,vy,v3,vs}, como en la solucién
anterior). Podriamos haber elegido dos vectores cualesquiera de V (combinaciones lineales de
los vectores de B) para agregar y, si nos aseguramos que junto con los de Bs queda un conjunto
linealmente independiente, tendremos una base de V.

Ejemplo 8. Dados los subespacios S = {x € R3/x; —4x, —9x3 = 0} y T =
((3,3,—1),(1,-2,1), (-1, ~7,3)), decidirsi S = T.

Solucién: Podemos verificar que T C S viendo que cada uno de los vectores del conjunto de
generadores de T cumple la ecuacién de S:

(3,3,—-1)€S: 3—4-3—-9(-1)=0
(1,-2,1) €S: 1—4(=2)—9-1=0
(-1,-7,3)€S: —1—4(-7)—9-3=0

Notar que, como T C S, se cumple dim(T) < dim(S).

Como S esta definido en R3 por una ecuaciéon de matrizA = (1 —4 —9), entonces dim(S) =
3—1rg(A) =3—-1=2,conlocual dim(T) < 2.

Por otro lado, podemos ver que (3,3, —1) y (1, —2,1), que son dos de los generadores de T, no
son multiplos: si k € R cumple (3,3, —1) = k(1,—2,1), entre la primera y tercera coordenada
aparece la contradiccion k = 3 y k = —1. Entonces, tenemos que dim(T) > 2.

Concluimos entonces que dim(T) =2y que {(3,3,—1),(1,—2,1)} es una base de T.

Dado que T C S, se puede extender una base de T a una base de S; pero como dim(T) =
dim(S), no necesitamos agregar ningun vector; por lo tanto, S = T.

’Respuesta: S=T.

En general vale:

Propiedad

Si Sy T son dos subespacios de un e.v. V que cumplen que S C T y dim(S) = dim(T),
entonces S = T.

4.6. Interseccién de subespacios

Intersecciéon de subespacios
Dado un espacio vectorial V y dos subespacios S, T C V la intersecciéon entre Sy T es:
SNT={veV/veSyveT}

Es decir, la interseccién entre S y T es el conjunto formado por los vectores que pertene-
cen tantoa S comoa T.
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Ejemplo 1. Dados los subespacios

S=((1,1,1,1),(-1,2,2,1)) y T={x € R*/x; + xp + x3 = 0;x, — x3 = 0},

hallar SN T.

Solucién: Tenemos un subespacio que viene dado por generadores y otro que estd dado por
ecuaciones.
Si un vector pertenece a S sabemos que es combinacién lineal de sus generadores:

(x1,%2,x3,%4) €S < (x1,x2,x3,x4) =0a(1,1,1,1) +b(-1,2,2,1), cona,beR.

Por otro lado, las ecuaciones de T nos dan condiciones que tienen que cumplir las coordenadas
de un vector para pertenecer al subespacio:

(x1,x2,%3,%4) €T <= x1+x2+x3 =0y x, —x3 =0.

Los vectores que pertenecen a SN T deben cumplir todas las condiciones simultdneamente, de
modo de pertenecer a ambos subespacios S y T.
Para ver cudles son estos vectores, primero escribimos las coordenadas de un vector genérico

de S,

(x1,x2,x3,%x4) =a(1,1,1,1) +b(-1,2,2,1)
(x1,X2,%3,%4) =(a —b,a+2b,a+2b,a+b)

y luego reemplazamos estas coordenadas en las ecuaciones de T, para determinar qué restric-
ciones imponen estas ecuaciones sobre los coeficientes a y b:

a—b+a+2b+a+2b =0 3a+3b =0
<
a+2b— (a+2b) =0 0 =0

Como sabemos que
(x1,%2,x3,%4) =(a—b,a+2b,a+2b,a+b),
usando que a = —b, tenemos
(x1,x2,x3,%4) = (=b—b,—b+2b,—b+2b,—b+ +b) = (—-2b,b,b,0) = b(—2,1,1,0).

Entonces, los vectores de S N T son los de la forma b(—2,1,1,0), con b € R. Concluimos que:

Respuesta: SNT = ((—2,1,1,0)).

En el ejemplo, la intereseccién entre los subespacios S y T resulto ser, a su vez, un subespacio.
Esto es siempre asi:

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 38



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 4. ESPACIOS VECTORIALES

Propiedad

Sea V un espacio vectrorial y sean S, T dos subespacios de V. Entonces SN T es un
subespacio de V.

Veamos por qué es cierto esto. Para ver que la interseccién entre dos subespacios S y T (aca
S y T representan cualquier par de subespacios, no los del ejemplo anterior) es también un
subespacio, tenemos que chequear tres propiedades:

1) OeSNT.
2) Siv,w e SNT,entoncesv+w € SNT.

3) Sive SNTyceR, entoncescv e SNT.

Hagamos la verificacion de cada una:

1) Para ver que O € SN T tenemos que ver que O pertenece a ambos subespacios. Esto es
cierto porque todos los subespacios tienen al vector nulo.

2) Siv,w € SNT, entonces v,w € Sy v,w € T. Como tanto S como T son subespacios,
v+weSyv+we T, porlotanto,v+w e SNT.

3) Sive SNTyceR,tenemos quev € Sy v € T. Como Sy T son subespacios, entonces
cveSycv e T;porlotanto,cv e SNT.

Observacién: En el ejemplo anterior tenfamos que dim(S) = 2, dim(T) = 2 y resulté que
dim(SNT) = 1. Es decir que la interseccion resulté ser un subespacio mds “chico” que Sy que
T. Esto tiene sentido porque S N T estd incluido en ambos subespacios y no puede pasar que
sea mds “grande”. En otras palabras, siempre se tiene que

dim(SNT) <dim(S) y dim(SNT) < dim(T).

Veamos algunos ejemplos méas de cémo calcular la intersecciéon de dos subespacios.

Ejemplo2. DadosS = {A € R2*2 / gy +ay, = 0}y T = < ( ; _1 )( j } )>
hallar SN T.

Solucién: Como en el ejemplo anterior, tenemos un subespacio dado por ecuaciones y otro
por generadores. Buscamos las matrices A € R2*2 que pertenecen simultdneamente a Sy a T.
Las matrices que pertenecen a S son las que cumplen la ecuacién que lo define:

a a
AZ( 1 12)€S<:>1111+1122:0.
a1 ax
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Por otro lado, las que pertenecen a T, son las combinaciones lineales de sus generadores:

A= ("1 M2 ) — (1 A2 ) _, - +b —2 1
a1 ax a1 ax 3 1 -1 1
( ga__zz _Ziz ), cona,b e R.

Reemplazamos los valores de las entradas de una matriz genérica de T en la ecuacién de S para
determinar bajo qué condiciones pertenece a dicho subespacio:

(a—2b)+(a+b)=0 <= 2a—b=0 < b=2a.
N s’ N—
an a2
En definitiva, tenemos que los elementos de SN T son
A= ( a—2b —a+b

30— b a+b),conb:2aya€R,

que, reemplazando y haciendo las operaciones, nos quedan de la forma

—3a a -3 1
A—( . 3a>_a< 1 3),conaER.

Respuesta: SN'T = < ( _i’ ; > >

Ejemplo 3. Dados los subespacios

S=((1,1,0,1),(1,-1,1,2)) y T={x € R* / x; + x5 + x3 = 0;x2 — x3 = 0},

hallar SN T.

Solucién: Nuevamente tenemos un subespacio dado por generadores y otro dado por ecua-
ciones. Procedemos como en los ejemplos anteriores.
Si un vector pertenece a S, sabemos que es una combinacién lineal de sus generadores:

(x1,x2,x3,%4) €S <= (x1,%2,%3,x14) =a(1,1,0,1) +b(1,-1,1,2), cona,beR,
es decir,
(x1,x2,x3,%4) =(a+b,a—b,b,a+2b).
Por otro lado, para pertencer a T debe cumplir las ecuaciones que lo definen:
(x1,x2,x3,%4) €T <= x1+x2+x3=0y x, —x3 =0.

Entonces reemplazamos las coordenadas de un vector genérico de S en las ecuaciones de T:

a+b+a—-b+b =0 2a+b =0 a =0
< <~
a—b-—"> =0 a—2b =0 b =0
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Como sabemos que
(x1,x2,x3,%4) =(a+b,a—b,b,a+2b),
cona = 0y b = 0 obtenemos que
(x1,x2,x3,%4) = (04+0,0—0,0,0+2-0) =(0,0,0,0)

es el tinico vector que pertenece simultdneamentea Sy a T.

Respuesta: SN'T = {(0,0,0,0)}.

Observaciéon: En este caso la intersecciéon S N T estd formada tnicamente por el vector nulo.
Esto es lo mds “chica” que puede ser una interseccion entre subespacios, ya que el vector nulo
siempre estd en cualquier subespacio.

Ejemplo 4. Dados los subespacios
H={x€cR*/x +x—x3+2x4 =0} y T={x ER/ x;+x+x3 =0;xp — x3 =0},

hallar HN T.

Solucién: En este caso tenemos ambos subespacios dados por ecuaciones. Asi,
(x1,%2,x3,%4) EH < x1+x2 —x3+2x4 =0.
y, por otro lado,
(x1,x2,x3,x4) ET <= x1+x+x3=0yx2—x3 =0.

Por lo tanto, los vectores de la intersecciéon H N T son aquellos que cumplen las tres ecuaciones
ala vez, es decir,

HQT:{X€R4/X1+XZ+X3:O,'X2—X3:O;X1—|—X2—X3+2x4:0}.

Si queremos encontrar una base de la interseccién simplemente resolvemos el sistema. Pasamos
a la matriz y la escalonamos:

1 1 1 00 1 1 -1 010
01 -10|0 |BE-FKF—-K|01-10/0
11 -1 2|0 00 -2 2|0
Volviendo a las ecuaciones,
X1+ x4+ X3 =0
X2 — X3 =0
—2x3+2x4 =0.
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Como luego de escalonar tenemos 3 ecuaciones y 4 incégnitas podemos despejar todo en fun-
cién de una variable. También sabemos que la interseccién tiene dimensién 1.

X3 = X4
X2 = X4
X1 = —ZX4.

Un vector que pertenece a HN T tiene la forma (—2xy4, x4,2x4, x4) = x4(—2,1,1,1), con x4 € R,
porloque B={(—-2,1,1,1)} esunabasede HNT.

Respuesta: HNT = ((—2,1,1,1)).

Ejemplo 5. Dados los subespacios
S — <(1/ 1/ O/ 1)/ (1/ _1/ 1/2)> Y W - <(2/ O/ 1/ 3)/ (0/ 2/ _1/ _1)/ (0/ 1/ 1/ 0)>/

hallar SN'W.

Solucién: En este caso, ambos subespacios estdn dados por generadores. La forma més précti-
ca de calcular su interseccién es buscar ecuaciones para alguno de los dos y luego proceder
como en los primeros ejemplos que resolvimos.

Busquemos ecuaciones para W, es decir, qué condiciones tiene que cumplir (x1, x2, X3, X4) para
ser una combinacién lineal de (2,0,1,3), (0,2,—1,—-1)y (0,1,1,0):

(x1,x2,x3,%x4) = (2,0,1,3) + B(0,2,—-1,-1) +v(0,1,1,0)
(x1,x2,x3,%4) = (20,28 + v, — B+ 7,30 — B), cong,fB,veR.

Armamos el sistema,

20 = X1
26+ = x2
a—B+y = x3
30 — B = X4
y analizamos bajo qué condiciones es compatible:
2 0 0|x 2 00 X1
0 2 1 X2 2F3—P1—>F3 0 21 X2
1 -1 1|x3 2Fy -3 — F4 0 -2 2| 2x3—x1
3 -1 0 X4 0 -2 0 ZX4 — 3X1
2 00 X1
E+F —F 0 21 X2
FF+F —F 0 0 3| 2x3—x1+2x2
0 0 1]|2x4—3x1+x
200 X1
0 21 X2
A 263 — X1 + X2
0 0 0| —8x1+2x) —2x3+6x4
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Observamos que el sistema es compatible si y solo si —8x1 + 2x, — 2x3 + 6x4 = 0, es decir,
W= {xe R* / — 8x1 + 2xp — 2x3 + 6X4 = 0}.

Ahora para calcular S N'W procedemos como antes. Primero escribimos una expresién de un
vector genérico de S:

(x1,x2,x3,%4) =(a+b,a—b,b,a+2b), cona,beR.
Reemplazamos en la ecuacién de W:

—8(a+b)+2(a—0b)—2(b)+6(a+2b) =0,
0=0.

Obtuvimos que para cualquier valor deay de b € R un vector de la forma (a+b,a —b,b,a+2b)
pertenece a W, es decir, S C W. Por lo tanto,

SNW = ((1,1,0,1),(1,-1,1,2)) = S.

’ Respuesta: SN'W = S. ‘

4.7. Suma de subespacios

Asf como la interseccién de dos subespacios es un subespacio contenido en ambos, dados dos
subespacios S y T de un espacio vectorial V, vamos a contruir un subespacio de V mas “grande”
que contenga simultdneamentea Sy a T.

Observamos que si W es un subespacio al que pertenecen todos los vectores de S y todos los
de T, entonces también pertenecen a W todas las combinaciones lineales entre esos vectores; en
particular, todas las sumas de vectores de S con vectores de T. Esto es lo que llamamos suma
de subespacios.

Suma de subespacios

Sea V un espacio vectorial, y sean S y T dos subespacios de V. Definimos la suma de Sy
T como:

S+T={s+t|seSyteT}.

Es decir, la suma de S y T es el conjunto formado por todos los vectores que resultan de
sumar un vector de S y uno de T.

Propiedad

SiSy T son subespacios de un e.v. V, entonces S + T es un subespacio de V. Mds atn, es
el subespacio “maés chico”de V que contienea Sy a T.
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Observacién: Dados dos subespacios Sy T, la union SUT = {ve V|v e Sov € T} en
general no es un subespacio de V, conlo cual S+ T # SUT.

Consideremos, por ejemplo, S = ((1,1)) y T = ((—1,1)) en R%2. La unién de S y T es el conjunto
de vectores que pertenecen a alguno de los dos. Entonces, s = (1,1) y t = (—1,1) pertenecen a
SUT. Si los sumamos (1,1) 4+ (—1,1) = (0,2), obtenemos un vector que no pertenece ni a S ni
a T, o sea, que no pertenece a S U T. Por lo tanto, S U T no es un subespacio.

s+t

T S

En este caso, considerando todos los vectores que se obtienen como suma de un vector de S'y
otro de T, podemos ver que S + T = R2.

Ejemplo1. Sean S = ((1,1,1,1),(0,—-1,1,-2)) y T = ((0,1,1,0),(1,0,2,—1)). Hallar
una base de S + T.

Solucién. Un vector de v € S + T tiene la forma:
v=a(1,1,1,1) +b(0,-1,1—-2) +¢(0,1,1,0) + d(1,0,2,—1).
seS teT

Entonces S+ T = ((1,1,1,1),(0,—1,1,-2),(0,1,1,0), (1,0,2, —1)). Para obtener una base, ve-
amos si los generadores forman un conjunto linealmente independiente. Planteamos

a(1,1,1,1) + b(0,—1,1,—2) +¢(0,1,1,0) + d(1,0,2,—1) = (0,0,0,0),

que nos da el sistema con matriz ampliada

1 00 1]0
1 -1 1 00
1 11 2|0
1 -2 0 —1/0
Escalonamos,
1 00 1]0 1 00 1]0
1 -1 1 00 ?:?:? 0 -1 1 1|0
1 11 200 o P00 11 1]0
1 -2 0 110 o —2 0 210
1 0 0 1]0 1 00 1]0
BE+EB—F [0 -1 1 -1]0 0 -1 1 -1/0
E-26—=EFE |0 o0 2 olo|BTR7HRI G 52 olo|
0 0 -2 010 0 00 00
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y vemos que es un S.C.I. Por lo tanto, los vectores son linealmente dependientes. Observando
la matriz escalonada notamos que si nos quedamos con las tres primeras columnas, resulta
un S.C.D. Entonces, el conjunto {(1,1,1,1),(0,—1,1,-2),(0,1,1,0)} de los vectores correspon-
dientes a esas columnas es una base de S + T.

Respuesta: B = {(1,1,1,1),(0,—1,1,-2),(0,1,1,0) } es una base de S + T.

Dados subespacios S y T de un e.v. V, es sencillo obtener un conjunto de generadores de S + T
a partir de un conjunto de generadores de S y un conjunto de generadores de T:

Generadores de la suma

Si S=(s1,...,8:)yT = (t1,...ty), entonces S+ T = (s1,...,8u,t1,...,tn).

Como puede verse en el ejemplo anterior, en general el conjunto {si,...,su,t1,...,t,} no es
una base de S + T, aun cuando {si,...,s,} y {t1,..., t,} sean bases de S y de T respectiva-
mente.

Ejemplo 2. Dados los subespacios

S=((1,1-21),(0,1,0,2)), T=((1,1,1,4),(1,1,-1,2)) y
H:{x€R4/x1+2x2+X3—x4:0},

decidirsi S+ T = H.

Solucién: A partir de los conjuntos de generadores de S y T dados, obtenemos que
S+T=(1,1-21),(0,1,0,2),(1,1,1,4),(1,1,-1,2)) .

Veamos si los generadores pertenecen a H

(1,1-2,1) € 1+2-14+(-2)—1=0
(0,1,0,2) € 0+2:-1+0-2=0
(1114) 1+2-14+1-4=0

2) €

(1,

Esto muestra que S + T C H. Calculemos dim(S + T) y dim(H).
Analizamos la independencia lineal de los generadores de S + T

1+2-14+(-1)—-2=0

a(1,1—2,1)+5(0,1,0,2) +¢c(1,1,1,4) + d(1,1,—1,2) = (0,0,0,0)
a + ¢ + d =0
a -+ b + ¢ + d =0
— —2a + ¢ — d =0
a + 2b 4+ 4 + 2d = 0
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101 1]o0 101 1]0
111 10524:212:% 01000
2.0 1 —10 | 2TTI 701003 10
124 2|0 4= 4 02310

101 1]0 101 1]0
01000 01000
B=2bh=Hh| g o5 1|0 |B=B7H{y03 1|0
00310 00000

El sistema es compatible indeterminado y la matriz tiene rango 3, con lo cual dim(S + T) = 3.
Por otro lado, como H esta definido por una sola ecuacién en R*, dim(H) = dim(R*) — 1 = 3.
En resumen, tenemos que S+ T C Hy dim(S+ T) = dim(H), de donde podemos concluir
que los subespacios son iguales.

Respuesta: S + T = H.

Observacién: Si alguno de los subespacios S o T esta dado por ecuaciones, podemos hallar
un conjunto de generadores del subespacio y repetir lo anterior.

Si el subespacio H estd dado por generadores resulta conveniente buscar un sistema de ecua-
ciones que lo defina para luego proceder como en el ejemplo.

Ejemplo3. DadosS = {A € R*?/ay +an =0}yT= < ( ; _1 )' ( 3 ) >,
decidirsi S + T = R2*2,

Solucién. Comenzamos buscando un conjunto de generadores de S + T. Para esto, primero
hallaremos un conjunto de generadores de S.

a a
A= 1 12 €S <— a1 +a»n =0 < a1 = —ap
a1 d2

Entonces, las matrices A € S son las de la forma

—ax» ap \ _ -1 0 01 00
< a1 a22>_ﬂ22< 0 1>+a12<0 0>+”21<1 0): con ax, a1z, 021 € R,

y,porlotanto,S:<<_é ?),(8 (1)>,<(1) 8>>

Con este conjunto de generadores de S y el conjunto de generadores dado de T, tenemos un
conjunto de generadores para S + T:

ser=((50)(55)(08) (5 )(3 )

Para decidir si S + T = R?*?2, calculemos dim(S + T). Planteamos:

(7o) e (00) (i o) (s )5 1)=(00)
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para extraer una base del conjunto de generadores, lo que nos conduce al sistema

—a + d — 2 = 0 -1 00 1 -210
b — d 4+ e =0 PN 010 -1 110
c + 3d — e 0 0 01 3 —-11]0
a + d 4+ e =0 1 00 1 110
Escalonamos la matriz del sistema:
-1 0 0 1 -21|0
01 0 -1 110
B+h—Fh 001 3 —-10
000 2 —-110

Vemos que la matriz tiene rango 4 (mds atn, que los primeros 4 elementos del conjunto de
generadores forman una base de S + T) y, por lo tanto, dim(S + T) = 4. Como S+ T C R?*?y
dim(R?*?) = 4, concluimos que vale la igualdad.

Respuesta: S + T = R2*2,

Ejemplo4. SeanS = ((1,1,0,2),(3,1,1,2),(2,0,1,0)) yT = {x € R*/x; + x3 + x4 = 0;
X1—|—XQ—|—ZX3+X4:0}.

a) Hallar S+ T.
b) Hallar una base de S + T.

c) Hallar una base de S + T que contenga simultdneamente una base de S y una base
de T.

Solucioén:

a) Para aplicar lo anterior de modo de hallar un conjunto de generadores de S + T necesita-
mos un conjunto de generadores de T: resolvemos el sistema

X1 + x3 + x4 =0 o 1 01 1]0
X1 + x + 2x3 + x4 = 0 112 10
1 01 10

FZ_F1_>F2<0 11 00>

que, despejando x1 y xp, tiene como soluciones a
(x1,x2,%x3,X4) = (—x3 — X4, —X3,x3,X4) = x3(—1,—1,1,0) + x4(—1,0,0,1), con x2, x4 € R.
Asi, el conjunto {(—1,—-1,1,0),(—1,0,0,1)} es un base de T.

Entonces, a partir del conjunto de generadores dado para S y el conjunto de generadores
obtenido para T, tenemos un conjunto de generadores de S + T.

Respuesta: S+ T = ((1,1,0,2), (3,1,1,2),(2,0,1,0), (=1, —1,1,0)(—1,0,0,1)).
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b) Veamos si el conjunto de generadores de S + T que encontramos en el item anterior es
linealmente independiente:

a(1,1,0,2) + b(3,1,1,2) + ¢(2,0,1,0) + d(—1,—1,1,0) +¢(—1,0,0,1) = (0,0,0,0)

a + 3b + 2¢c — d — e =0 1 32 -1 —-1]0
— a + b - d =0 o 110 -1 00
b + ¢ + d = 0 011 1 00
2a + 2b + e =0 2 20 0 1]0
1 3 2 -1 -1/0
E-F—->hF 0o —2 -2 0 1]0
Fy—2F — F4 0 1 1 1 00
0 —4 —4 2 310
1 3 2 -1 -1/0
2F+F — F 0 -2 -2 0 10
F4—2F2—>P4 0 0 0 2 1/0
0 0 0 2 10
1 3 2 -1 -1/0
0o -2 -2 0 10
B=B=RlYg o o 2 10
0 0 0 0 00

El conjunto de generadores es linealmente dependiente. Podemos extraer un base consi-
derando los vectores asociados a la primera, segunda y cuarta columnas:

Respuesta: El conjunto {(1,1,0,2),(3,1,1,2),(—1,—1,1,0) } es una base de S + T.

c) Observar que los dos primeros vectores de la base obtenida en el item anterior no cum-
plen las ecuaciones de T, por lo tanto esa base no contiene una base de T, ya que dim(T) =
2 (como vimos en a)) y esa base solo contiene a un vector que pertenece a T.

A partir del desarrollo hecho en el inciso anterior, observamos que los tres generadores
con los que tenemos expresado el subespacio S son linealmente dependientes y que po-
demos extraer una base de S considerando los dos primeros {(1,1,0,2),(3,1,1,2)}; por
lo tanto, dim(S) = 2. También sabemos que dim(T) = 2.

Como dim(S + T) = 3, para la base que buscamos necesitamos tres vectores de S + T,
de los cuales dos tienen que formar una base de S, y dos una base de T: necesitamos un
vector que simultdneamente sea parte de estas ultimas dos bases, es decir, un vector no
nulove SNT.

Siv € S entonces existen a4, b, ¢ € R que cumplen
v=a(1,1,0,2) + b(3,1,1,2) + ¢(2,0,1,0) = (a+3b +2c,a+ b, b + ¢, 2a + 2b).

Si ademads v € T entonces sus coordenadas verifican las ecuaciones de T:

(a+3b+2c)+ (b+c)+ (2a+2b) =0
{(a+3b+2c)+(a+b)+2(b+c)+(2a+2b) = 0
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3¢ + 6b + 3¢ = 0 36 3]0 36 3|0
{4a + 8 + 4c = 0 H<4 8 40>3F2_4F1_>F2<0 0 oo)

que tiene como solucionesa = —2b —cconb,c € Ry
v=(-2b—-¢)(1,1,0,2) +b(3,1,1,2) +¢(2,0,1,0)
(b+c— —¢,b+c,—2b—2c)
=b(1, —2)+¢(1,-1,1,-2)
=(b+ c)( -1,1,-2)

Concluimos que SNT = ((1,-1,1, —2)).

Para completar la base extendemos {(1, —1,1, —2)} a una base Bg de S y, por otro lado,
extendemos {(1, —1,1, —2)} a una base By de T.

Como dim(S) = dim(T) = 2, solo nos queda agregar un vector de S que no sea multiplo
de (1,—1,1,—2), por ejemplo (1,1,0,2), y un vector de T que tampoco sea multiplo de
(1,—1,1,-2), por ejemplo (—1,0,0,1) (recordar que en a) hallamos generadores para T).
En caso que extender la base de SN T a una base de S y a una base de T no nos resulte
tan directo, podemos recurrir al método general para extender bases.

Respuesta: El conjunto B = {(1,1,0,2),(1, -1, —2) (=1,0,0,1)} es una base de
S + T que contiene a la base Bs = {(1,1,0,2), (1, 1,—2)} de Sy a la base By =
{(1,-1,1,-2),(~1,0,0,1)} de T.

Verificacion:

Veamos que B es linealmente independiente:

a(1,1,0,2) +b(1,-1,1,-2) +¢(-1,0,0,1) = (0,0,0,0)
a + b — ¢ =0

— a — b 0
b - 0
20 — 2b + ¢ = 0
1 1 —-1]0 1 1 —-1]0
1 -1 olo| BE-FR—=5KE [0 —2 10
0o 1 o|lo| FR-—2~E |0 1 o0lo0
2 2 10 0 -4 310
1 1 -1]0 1 1 -1]0
+FE—F [0 —2 110 - 0 -2 1]o0
E-25-E |0 o 1]0 |~ B7H[o o 10
0 0 110 0 0 olo

Es sistema compatible determinado y, por lo tanto, B es linealmente independiente.

(1,-1,1,-2) = —-2(1,1,0,2) +1(3,1,1,2) + 0(2,0,1,0) € S. Con esto probamos que
Bs es una base de S pues es linealmente independiente, porque lo es B, dim(S) = 2y
(1,1,0,2),(1,-1,1,-2) € S.
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(1,-1,1, —2) verifica las ecuaciones de T:

1 + 1 - 2 =

1 -1+ 21 -2 =0
y entonces Bt es una base de T porque es linealmente independiente, pues B lo es,
dim(T) =2y (1,-1,1,-2),(—1,0,0,1) € T.

|
o

Teorema de la dimensién para subespacios

En el ejemplo anterior, aunque tenemos dos subespacios de dimensién 2, resulté que la di-
mensién de la suma de los subespacios no es 4, debido a la presencia de una interseccién de
dimensi6n 1. Un ejemplo mds elemental lo tenemos en R para el caso de dos subespacios que
sean planos (dimensién 2): la suma de esos subespacios no puede ser de dimensién mayor a 3,
y eso hace que la interseccion sea de dimensién al menos 1.

En general, dados subespacios Sy T de un e.v. V, las dimensiones de S, T, S + Ty SN T estan
relacionadas.

Teorema de la dimensién para subespacios
Sea V un e.v. de dimension finita, y sean S y T subespacios de V. Se cumple:

dim(S+ T) = dim(S) 4+ dim(T) — dim(SNT).

Demostracién: Procedamos como en el dltimo item del ejemplo anterior.

i) Obtenemos una base Bj;; = {v1,va,..., vk} deSNT, conk = dim(SNT).
(SiSNT = {0}, k = 0y no hay vectores en Bjy;.)

ii) Extendemos B;,;; a una base Bs de S con Cs = {s1,82,...,Sm}; 0 sea, Bs = B;;; UCs y
dim(S) = k + m.

iii) Extendemos Bj,; a una base By de T con Ct = {tj,t2,...,t,}; 0 sea, By = B;; UCry
dim(T) =k +n.

Observar que como S = (v1,Vy,...,V,81,82,...,8m) VT = (v, Va,..., Vi, ty, ta, ..., t,), enton-

ces
base de T

C={s1,82,...,8m,V1,V2,..., Vi, t1,t2,..., t,} generaS+T.

basede S

Para ver si C es linealmente independiente, planteamos al vector nulo como una combinacién
lineal de C:

ais1 +azsp + -+ aySy, +bivi +bovo + - -+ v+ ity F oot + -+ ety =0

Veamos que necesariamente todos los coeficientes son nulos.
Sea v = ais1 + a8 + - - - + aus, € S. Usando la igualdad anterior, podemos despejar a v en
términos de los vectores de la base B de T:

V:a151+ﬂ252+"-+ﬂmsm:—b1V1—szz—"'—kak—Cltl—Cztz—"-—Cntn.
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Entonces tenemos que v € SN T. Como B;,; genera S N T, existen escalares dy, . . ., d tales que
v = dyvy +dyvy + - - - + divy y tenemos que

v—v=(divi+dyvo+---+dpvi) — (@181 +aso+ -+ amsu) = O,

es decir, una combinacién lineal de la base Bs que da el vector nulo. Como Bg es linealmente in-
dependiente, esto implica que dy, . ..,dy, a1, ..., a, deben ser todos 0. Entonces, reemplazando
a; =ap = --- = a, = 0 en la combinacién lineal de C que da O nos queda:

bivi+byvo+ - -+ bpvi+ ity +eoto+ -+ ety =0,

es decir, una combinacién lineal de la base Bt que da el vector nulo. Como Bt es linealmente
independiente, concluimos que by, ..., by, cy, ..., c, deben ser todos 0.

Enresumen, ay,...,am,b1,...,b,c1,...,c, deben ser todos iguales a 0; por lo tanto, C es lineal-
mente independiente.

Concluimos que C es una base de S + T. La cantidad de elementos de C es

dim(S+T) =k+m+n = (k+m)+ (k+n) —k = dim(S) + dim(T) — dim(SN'T).

Ejemplo 5. Sean Sy T subespacios de R° tales que dim(S) = 3 y dim(T) = 4. Verificar
que SNT # {O}.

Solucién: Tenemos que ver que, bajo las condiciones del enunciado, independientemente de
cudles sean los subespacios S y T, su interseccién no serd el subespacio {O}.

Para esto, analicemos la dimensién de SN T y veamos que no puede ser 0 (esto es equivalente
a decir que SN T no puede ser el subespacio {O}). El teorema de la dimensién nos dice que:

dim(S 4+ T) = dim(S) + dim(T) — dim(SNT).
De esta igualdad podemos despejar dim(S N T):
dim(SNT) = dim(S) + dim(T) — dim(S + T).

Sabemos que dim(S) = 3 y dim(T) = 4, aunque no conocemos dim(S + T'). Lo que si sabemos
es que S + T es un subespacio de RS; por lo tanto, dim(S + T) < 6. Entonces,

dim(SNT)=34+4—-dim(S+T)=7—-dim(S+T)>7-6=1.

Como dim(SNT) > 1, entonces SNT # {O}.

Ejemplo 6. Dados los subespacios
S =((1,0,1),(1,1,1)) y T={x € R3/x; —xp +x3 = 0}

y el vector v = (1,—1,2), decidir si S+ T = R?® y hallar, si es posible, dos vectores
distintos s, s’ de S y dos vectores t, t' de T que verifiquens +t =v =’ + t'.

. J
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Solucién: CalculemosSNT:siw € S,
w=a(1,0,1)+b(1,1,1) = (a+b,b,a+ b)
y si ademds w € T, se cumple
(a+b)—b+(a+b)=0 <= b=-2a,

conlo cual w = (—a,—2a,a) = a(—1,—-2,—1),cona € R. Entonces SNT = ((—-1,-2,-1)) y
dim(SNT) = 1.

Ademas, dim(S) = 2 pues {(1,0,1),(1,1,1)} es linealmente independiente. También tenemos
que dim(T) = dim(RR®) — 1 = 2, dado que T est4 definido por una ecuacién en R>.

Entonces vale

dim(S+T) = dim(S) + dim(T) —dim(SNT) =2+2—-1=3

y,como S + T C R3, podemos concluir que S + T = R3.
Observar que (1,0,1) € Sy no es maltiplo de (—1, —2, —1). Por otro lado, (0,1,1) € T, ya que

verifica la ecuacion 0 — 1+ 1 = 0, y no es multiplo de (-1, -2, —1).
Con esto podemos formar una base de S + T = R? que contiene una base de S y una base de T:
base de T
B={(1,0,1),(-1,-2,-1),(0,1,1)}
base de S

Para hallar los vectores s, s/, t y t' planteamos
v=(1,-1,2) =4a(1,0,1) + b(—-1,-2,—-1) +¢(0,1,1)

que tiene tnica solucién a = 2,b = 1,c = 1 pues B es una base de R? (podemos hallar esta
solucién resolviendo el sistema lineal que se obtiene igualando coordenadas).
Tenemos:

eT
v=(1,-1,2) =2(1,0,1) + 1(-1,-2,—1) + 1(0,1,1)
€S

Como (1,0,1) y (—=1,—2,—1) pertenecena Sy (0,1,1) a T, tenemos:

s =2(1,0,1) +1(—-1,-2,-1) = (1,-2,1) € S y t = 1(0,1,1) € T que cumplens +t =
(1,-1,2) = v.

También podemos considerar (—1, —2, —1) como vector de T y obtener otro par de vectores:

s =2(1,0,1) =(202)eSy t =1(—-1,-2,-1)+1(0,1,1) = (—1,—1,0) € T que cumplen
s+t =v.

Respuesta: S + T = R?
s =1(1,-21) €S,t=(011) € T,s’" = (2,0,2) € Syt = (-1,-1,0) € T cumplen
s+t=(1,-1,2) =s +t.
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Verificacion:
s=(1,-21)e€S: (1.-2,1)=3(1,0,1) —2(1,1,1)
t=(0,1,1) € T: verifica0—1+1=0
s+t=(1.-21)4+(0,1,1)=(1,-1,2) =v
s =1(2,0,2)eS: (2,0,2)=2(1,0,1)+0(1,1,1)
t=(-1,-1,0)€T: wverifica —1—(-1)+0=0
s+t =(20,2)+(-1,-1,0)=(1,-1,2) = v
Observaciéon: En el ejemplo anterior, en realidad hay infinitos pares de vectores paras € S

y t € T que verifican s + t = v, pues a los vectores de SN T podemos descomponerlos como
parte de S y de T. Por ejemplo:

eT
v=(1,-1,2) =2(1,0,1) +c(—-1,-2,-1) + (1 —c)(=1,-2,—1) + 1(0,1,1) conc € R.
€S

Esto no puede pasarsiSNT = {O}.

Suma directa

Vamos a estudiar ahora la suma de dos subespacios en el caso particular en que la interseccién
es el subespacio {O}.

Suma directa

Si Sy T son subespacios de une.v. Vysecumpleque V=S+TySNT = {O}, decimos
que V es la suma directa de Sy T y escribimos V =S @ T.

Propiedad

Sean S y T subespacios de un e.v. V. S5i V = S® T, para cada v € V existen tinicos
vectores s € Sy t € T que verifican v =s + t.

Observacién: El teorema de la dimensién aplicado en el caso de suma directa dice que
dim(S® T) = dim(S) 4 dim(T)

pues dim(SN'T) = 0. De esto se deduce que, en este caso, al unir una base de S y una base de
T resulta un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo 7. Dados S = ((1,1,1,1),(1,2,1,2),(3,1,3,1)) y H = {x € R*/x; — x3 = 0},
hallar, si es posible, dos subespacios distintos Ty, T, C R* que verifiquen
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Solucién: Recordar que S 4 T; incluye tanto a S como a T; por lo que se debe cumplir S C H,
de lo contrario no hay solucién. Verifiquémoslo con los generadores de S:

(L1,1,1)eH: 1-1=0

(1,2,1,2) eH: 1-1=0

(3,1,3,1)eH: 3-3=0

y entonces S C H.

Calculemos dimensiones de S y H para determinar qué dimensién deben tener T; y T»:
dim(H) = dim(R*) — 1 = 3, ya que H estd definido por una ecuacién.

Para calcular la dimensién de S, analizamos la independencia lineal y extraemos una base del
conjunto de generadores {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(3,1,3,1) }:

a + b + 3 =0

_ a + 20 + ¢ =0

a(1L,1,1,1) +5(1,2,1,2) +¢(3,1,3,1) = (0,0,0,0) <= ¢ . = T = 5 _
a + 20 + ¢ =0

11 3]0 11 3]0 11 3]0
NEEEI ?:?:? 01 =20 |, . |01 20
1130 2 ¢ g loo ojo )™ 2700 0]0
121(0) * 7 01 2|0 00 0/0

Entonces {(1,1,1,1),(1,2,1,2) } es una base de S y dim(S) = 2.

El teorema de la dimensién nos dice que

dim(H) = dim(S ¢ T;) = dim(S) 4+ dim(T;) — dim(SNTy)
3 =2+ dim(Ty) — 0

y tenemos que dim(T;) = 1. De la misma manera, dim(T,) = 1.

Si buscamos generadores para un subespacio Ty que cumpla S @ Ty = H, necesitamos un
vector de H (porque T; C Hy dim(T;) = 1) que forme un conjunto linealmente independiente
junto con los vectores de una base de S, de modo que la suma de S y T; sea una suma directa.
En otras palabras, vamos a extender una base de S a una base de H, y el vector con el que
hagamos esto generara el subespacio T;.

Tomemos una solucién de la ecuacién de H, por ejemplo (0,1,0,0), que cumple 0 —0 =0, y
veamos si C = {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0) } es un conjunto linealmente independiente:

a + b =0

a(1,1,1,1) +5(1,2,1,2) +¢(0,1,0,0) = (0,0,0,0) <= { i % Tt 8
a + 2b =0

110]0 110]0 11 o0]o

L] 120 ?:?:? 01 10|, . .[01 1]0
11ojo) 2 ¢ g |looojo ™00 00
1200 T o 1 00 00 —1/0
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El sistema escompatible determinado; por lo tanto, C es linealmente independiente y resulta
una base de S+ T4, con Ty = ((0,1,0,0)).

Para hallar T, solo necesitamos otro vector de H que no sea multiplo de (0,1,0,0), y que nue-
vamente forme un conjunto linealmente independendiente junto con la base de S. Tomemos,
por ejemplo (1,0,1,1), que cumple1 —1 = 0y veamossiC' = {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(1,0,1,1)}
es linealmente independiente:

a + b + ¢ =0

- a + 2b =0

a(L,1,1,1) +5(1,2,1,2) +¢(1,0,1,1) = (0,0,0,0) <= ¢ . = L . _ g
a + 20 + ¢ =0

11 1|0 11 0]0 110]0
L] 1200 ?:?:? 01 —10 |, o p|011]0
1110 ) 2 g o2 loo oo [ T 000]0
1210/ * 7 01 0|0 00 1/0

El sistema es compatible determinado y, por lo tanto, C’ es linealmente independiente y resulta
una base de S + Ty, con T, = ((1,0,1,1)).

Respuesta: T; = ((0,1,0,0)) y T> = ((1,0,1,1)) cumplen lo pedido: S& Ty = H =S & T,.

Verificacion:

Ya verificamos que S C H.

T, CcH: (0,1,0,0) verifica0—0=0

Como C = {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(0,1,0,0) } es linealmente independiente y genera S + Ty,
entonces dim(S + Ty1) = 3 y se cumple H = S + T;.

Ademas, dim(SNTy) = dim(S+ T;) — dim(S) — dim(T;) =3 —2—1 = 0, lo que asegura que
la suma es directa.

T,CcH: (1,0,1,1) verifical—1=0

Como C" = {(1,1,1,1),(1,2,1,2),(1,0,1,1)} es linealmente independiente y genera S + T,
nuevamente podemos deducir que dim(S + T,) = 3 y se cumple H = S + T».

Ademas, que dim(SN Ty) = dim(S + T) — dim(S) — dim(T,) =3 -2 —1 =0, con lo cual la
suma es directa.

Ty # Ty, pues no existe k € R tal que (0,1,0,0) = k(1,0,1,1).

4.8. Complemento ortogonal de un subespacio

En el primer fasciculo de estas notas estudiamos el producto interno entre vectores de R? y R3.
Ahora vamos a generalizar esa nocién para R" conn € N.

Siv = (v1,02,...,0,) y W = (wq,wy, ..., w,) son vectores de R", se define el producto interno
como el nimero real:
VW =01W] + 0wy + -+ 0,Wy.
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Al espacio vectorial R” junto con el producto interno se lo llama espacio euclideo.
p ] P p

Se puede verificar que el producto interno cumple las siguientes propiedades: si u, v, w € R"
y A € R, entonces

lL.v-w=w-v.
2.u-(Vv+w)=u-v+u-w.

B.A(Vv-w)=(Av) - w=v-(Aw).
Aligual que en R? y R?, decimos que dos vectores v y w son ortogonales si v - w = 0.

Complemento ortogonal
Dado un subespacio S C R" el complemento ortogonal de S es el conjunto
St={veR"/v-s=0paratodos € S}.

Es decir, S* es el conjunto de los vectores de R" que son ortogonales a todos los vectores
de S.

Ejemplo1. DadoS = ((2,1,5)), hallar S*. ]

Solucién: Para hallar el complemento ortogonal de S vamos a escribir la condicién:
veESt <= v-s=0paratodos € S.

Ahora bien, como S es una recta generada por (2,1,5), tenemos que

veESt < v-(A(2,1,5)) = 0paratodo A € R
<= A(v-(2,1,5)) =0paratodo A € R.

Para A = 1, la condicién anterior nos dice que, para que v € S*, debe valer v - (2,1,5) = 0.
Reciprocamente, si v - (2,1,5) = 0, entonces al mutiplicar por cualquier A € R, tenemos que
A (v-(2,1,5)) = 0. Podemos decir entonces que

veSt<=v-(2,1,5) =0.

Si llamamos v = (x,y,z),
v-(2,1,5) =2x+y+5z,

asi que los vectores del complemento ortogonal de S son las soluciones de la ecuacién ho-
mogénea 2x + y + 5z = 0. En conclusién,

St ={(x,y,z) € R®/2x 4+ y+5z = 0}.

Observamos que S es una recta por el origen y S+ es un plano que tiene como vector normal a
un generador de la recta, N = (2,1,5):
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Notar que S* es un subespacio ya que es el conjunto de soluciones de una ecuacién homogénea,
y cumple dim(S+) = 3 — dim(S) = 2.
h\lf—J

Despejamos de la ecuacién y = —2x — 5z y obtenemos generadores de S+.

Respuesta: St = {(x,y,z) € R} /2x +y +5z = 0} = ((1,-2,0), (0, —5,1)).

En forma similar al ejemplo anterior, se puede probar que si S = (sy, sy, . .., sx), entonces S+ es
el conjunto de vectores que son ortogonales a todos los generadores:

Observacion

SiS = (sq,8y,...,s:) es un subespacio de R", entonces
k

SL:{XERH/ x-81=0,x-s5=0,..., x5, =0}

En efecto, si x € S+, dado que s; € S es claro que x - s; = 0 para todo i talque 1 < i < k.
Tomemos ahora un vector que cumple x-s; =0,x-s, =0,...,x -5, = 0.
Sis €S,s = w181 + arsy + ... + &Sy, entonces

x-8=x- (w181 + a8y + ... + axSg)

=x- (a181) +x- (w282) + ...+ x - (axs)

=7 (x-81) +a (x-sp) +...+ag (x-s¢) =0.

Por lo tanto, x - s = 0 para todo s € S; es decir, x € S+.
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Propiedad

S+ es un subespacio de R" y dim(S*) = n — dim(S) para todo subespacio S de R".

Demostracién: La observacién anterior nos indica que si S es un subespacio de R”, entonces
St es un subespacio de R" pues es el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo con 1 incoégnitas.

La dimensién de S* es igual a n — rg(A) donde A es la matriz del sistema; dado que las filas
de A forman un conjunto de generadores de S, vale rg(A) = dim(S).

[ Ejemplo 2. DadoS = ((1,0,-3,1,1),(0,1,—1,1,2)), hallar una base de S*. ]

Solucién: Por la observacién anterior tenemos que
St = {XERS/X1—3X3+X4+X5 =0, x —x3+ x4+ 2x5 =0}
El sistema estd escalonado, asi que solo vamos a despejar para hallar una base.

x1:3x3—x4—x5, XZZX3—X4—2X5

X € SL < X = (3X3 — X4 — X5,X3 — X4 — ZX5,X3,X4,X5)
=x3(3,1,1,0,0) + x4(—1,—1,0,1,0) + x5(—1,—2,0,0,1)

Tenemos entonces que S+ = ((3,1,1,0,0),(-1,-1,0,1,0), (—1,-2,0,0,1)). Como el conjunto
de generadores hallado es linealmente independiente, es una base de S+.

Respuesta: Una base de S+es{(3,1,1,0,0),(-1,-1,0,1,0),(—1,-2,0,0,1)}.

Propiedad

Si S es un subespacio de R", entonces (S*)+ =S.

Demostracién: Para demostrar la igualdad vamos a ver que S C (S+)* y que ambos subes-
pacios tienen la misma dimensién. Por la definicién de complemento ortogonal aplicada al
subespacio S+, tenemos que

(SHYt ={veR" /v-t=0paratodotc S}
i) Sis € S, cumple ques-t = 0paratodot € S+, asi ques € (St)*.
ii) dim((S*+)+) =n —dim(S*+) =n — (n — dim(S)) = dim(S).

Ejemplo3. DadoT = {x € R* / x; —2xp +4x3 — 5x4 = 0; —x + x3 — 6x4 = 0}, hallar
T-.
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Solucién: En este caso tenemos el subespacio dado por ecuaciones. Veamos qué informaciéon
nos dan sobre su complemento ortogonal.

xXeT &< x1 —2x2+4x3-5x4=0 y —x24+x3—6x4=0

Observamos que las ecuaciones x; — 2x2 +4x3 —5x4 = 0 y —xp + x3 — 6x4 = 0 pueden rees-
cribirse, usando el producto interno, como

x-(1,-2,4,-5)=0 y x-(0,—-1,1,—6) =0.

Ahora, estas condiciones equivalen a que x pertenezca al complemento ortogonal del subespa-
cio ((1,-2,4,-5),(0,—1,1, —6)). Resumiendo:

x-(1,-2,4,—5) =

o o o o 1
x-(0-11,-6 = 0 7 x€{L=24-5(0-11-6)

x€T<:>{

Si llamamos S = ((1,—2,4, —5),(0,—1,1,—6)), tenemos que T = S+ y entonces, por la propie-
dad anterior,
T+ =(SH)* =S.

Respuesta: T+ = ((1,-2,4,-5),(0,—1,1,—6)).

Notar que los generadores que obtuvimos para T+ son los vectores formados por los coeficien-
tes de las ecuaciones que definen a T. Se puede demostrar que esto vale en general.

Si el subespacio S es el conjunto de soluciones de un sistema lineal homogéneo, las filas
de la matriz de coeficientes del sistema forman un conjunto de generadores de S-.

En otras palabras, si S estd definido por un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales
homogéneas en n incognitas y a partir de cada una de las ecuaciones construimos el vec-
tor v; cuyas coordenadas son los coeficientes de la ecuacién, entonces St ={(vi,...,vm).

Resumiendo:
x-vy =0
X V) = 0
St =(v,voy,..., V) <= S={xcR"/
x-vy,, =0
Ejemplo 4.
i) DadoS = {x € R* / x; — xp = 0; 2x1 + x3 — x4 = 0; —xp + 2x3 + 4x4 = 0}, hallar
St.

ii) Hallar el subespacio S de R* tal que S*+ = ((1,0,—2,0),(0,1,1,1)).
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Solucioén:

i) Como vimos recién, podemos hallar un conjunto de generadores de S* a partir de las
ecuaciones de S:

X1 — X = 0 x-(1,-1,0,0) = 0
S=<{xecR/ 2x1+x3—x4 = 0 »=¢xcR*/ { x-(2,0,1,-1) = 0
—x+2x3+4xs = 0 x-(0,-1,2,4) = 0

Concluimos que

SJ— = <(1/ _1/ 010)/ (2/ O, 1, _1), (O, _1,2,4>>.

ii) Por la propiedad anterior, sabemos que los generadores de S+ nos dan ecuaciones para
S. En este caso,

St =1((1,0,-2,0),(0,1,1,1)) < S={x € R*/ x-(1,0,—2,0) = 0;x- (0,1,1,1) = 0}

Comox-(1,0,—2,0) =x1 —2x3 y x-(0,1,1,1) = x2 + x3 + x4, resulta que

S={x€eR*/ x; —2x3 =0; xp +x3 + x4 = 0}.

Propiedad

Si S un subespacio de R" entonces S @ S+ = R".

Demostracién: Tenemos que probar que se cumplen las siguientes condiciones
i) SNS+ = {0}.
ii) S+ St =R".

i) Seave SNSt.

Dado que v € St, tenemos que v-s = 0 para todo s € S. En particular, como v € S,
resultaquev-v =0.Siv = (vy,...,v,), entonces v-v = 4 'v%. Observar que cada
término v? de la suma anterior es mayor o igual que 0 y vale 0 s6lo si v; = 0, con lo cual

03 + -+ -+ 02 = 0 implica que v = O.

ii) Como S C R" y S+ C R" tenemos que S + S+ C R". Ademas,
dim(S 4+ St) = dim(S) 4 dim(S*) — dim(SNSt)
S

=

0
= dim(S) + dim(S*) = dim(S) + n — dim(S)
=n = dim(R")

Por lo tanto S + S+ = R".

Observaciéon: La propiedad anterior nos asegura que si v € R" entonces existen tinicos sy € S
y to € St de manera tal que v = s + to. Esto nos permite dar la siguiente definicién.
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Proyeccién ortogonal sobre un subespacio

Dadov € R", v =15y +tyconsy € Sy ty € S, el vector sg se llama proyeccion ortogonal
de v sobre S.

Propiedad

La proyeccién ortogonal de v sobre S es el punto de S que estd a menor distancia de v,
es decir que
|lv—sol]| <|v—s| VseS.

Dados P € R" y S un subespacio de R", llamamos distancia de P a S a la distancia entre P y su
proyeccién ortogonal sobre S.

Ejemplo 5. Dados el subespacio S = ((1,2)) y el punto P = (—3, —1), hallar el punto
de S que estd mas préximo al punto P y calcular la distancia de P a S.

Solucién: Busquemos primero generadores de S*: como S = ((1,2)), entonces
St ={x € R?/x; +2x =0} = ((—2,1))
A continuacién vamos a escribira P= Q + Rcon Q € Sy R € St

(=3,-1) =«a(1,2) + B(—-2,1)
S—— Y

QeS ReSt
Obtenemos el sistema
x — 2 = -3
20 + p = -1
Lo resolvemos y la solucién es« = —1y B = 1. Reemplazando en las expresiones de Q y R nos

queda que Q = (—1,-2) y R = (—2,1). El punto Q es la proyeccién ortogonal de P sobre S
(ver grafico).
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Para terminar, calculamos la distancia:
d(P,S) =d(P,Q) = |[P— Q| = [[R] = y/(-2)? +12 = V5.

Respuesta: El punto de S a menor distanciade Pes Q = (—1,2) yd(P,S) = /5.

Ejemplo 6. Sean S el plano en R? definido por S = {x € R®/x; —2x, +x3 = 0} y
P = (—1,-7,5). Hallar el punto Q € S a menor distancia de S y calcular la distancia de
Pas.

Solucién: Si despejamos de la ecuacion del plano obtenemos que S = ((2,1,0),(—1,0,1)),y
como S estd dado por una ecuacién tenemos que S+ = ((1, —2,1)).
Trabajamos en forma similar al ejemplo anterior:

P=Q+R= zx(2,1,0) + ,B(—1,0,1) + ’y(l, —2,1)
QeS ReSt

Resolvemos el sistema usando la matriz ampliada,

2 -1 1|-1 1 0 -2|-7
1 0 2|-7 |RheR 2 -1 1)-1
o 1 1] 5 0 1] 5
1 0 —2|-7
F2 — 21:1 — FQ 0 -1 5 13
0 1] 5
1 0 —2|-7
E+FE —F 0 -1 5| 13
0 0 6|18
Despejando obtenemos que v =3, =2y a = —1, asi que

P = —(2,1,0) +2(—1,0,1) +3(1, —2,1) = (—4,—1,2) + (3,—6,3).
_\/_/
Q€S ReSt Qes ReSt

Calculamos la distancia:

d(P,8) =d(P,Q) = [P~ QI = IR = /32 + (~6)* + 3 = v/54 = 3V/6.

Respuesta: El punto de S a menor distanciade Pes Q = (—4,—-1,2) y d(P,S) = 34/6.
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4.9. Coordenadas en una base

Comencemos recordando la definicién de base de un espacio vectorial.
Un conjunto de vectores B = {vy,vy,...,v,} es una base de un espacio vectorial V si cumple

= B es un conjunto linealmente independiente.

= BgeneraV.

La segunda condicién significa que para cada vector v € V existen escalares a1,4,,...,a, € R
que cumplen v = ayvy +avy + - - - + a,vy.

Ademas, siby, by, ..., b, € Rcumplenv = byvy +byvy + - - - 4 b, vy, restando las dos igualdades
obtenemos una combinacién lineal de los vectores de la base B igualada al vector nulo:

V—vV=(a1vi+avo + - +a,vy) — (byvi + bpvo 4 - - - + byvy)
O= (a1 —b)vi+ (a2 —by)vo+ -+ (ay —by)vy

Como B es un conjunto linealmente independiente, la tinica solucion de la tltima igualdad es
ap—by=ay—by=---=a,—b, =0quenosdice quea; = by, a0 =by,...,a, = by.

Esto significa que para cada vector v € V existen #inicos escalares ay, ay,...,a, € R que cum-
plen v = ajvy + apvy + - - - + a,v,. Decimos que (a1,4ay,...,4,) son las coordenadas de v con
respecto a la base By escribimos (v)p = (a1, 4y, ...,4a,). En resumen:

(v)p=(m,az,...,4,) < V=mvi+ayvy+ - +a,vy,

Observar que las coordenadas de un vector dependen de la base, en particular, del orden de
los vectores que la forman. En adelante, una base de un espacio vectorial V es un conjunto
ordenado de vectores linealmente independientes que genera V.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de v = (1,2,3) con respecto a las siguientes bases
de R®.

a) By ={(1,1,-1),(-1,1,0),(0,1,-1)}
b) B, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}

) B3 ={(-1,1,0),(0,1,-1),(1,1,—1)}

Solucién: Usando la definicién de coordenadas, planteamos las combinaciones lineales con
cada base y resolvemos el sistema lineal que resulta.
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a)
(1,2,3);31 = (a,b,c) < (1,2,3) =a(1,1,-1) +b(-1,1,0) +¢(0,1,-1)
a — b =1 1 -1 01
<— a + b + ¢c = 2 & 1 1 12
—a — =3 —1 0 —-11|3
1 -1 01 1 -1 01
?;?:? 0 2 1|1 |2B+B=E[0 2 1|1
3T N0 -1 —1]4 0 0 —119
que tiene como soluciéna = 6,b =5y c= —9
Respuesta: Las coordenadas de (1,2, 3) con respecto a By son (1,2,3)p, = (6,5, —9).
Verificacion:

Hagamos la combinacién lineal de los vectores de la base By con las coordenadas halladas:
6(1,1,-1)+5(-1,1,0) —9(0,1,—-1) = (1,2,3).

b)
(1,2,3), = (a,b,c) < (1,2,3) =a(1,0,0) +b(0,1,0) +¢(0,0,1)
De esta igualdad se puede despejar como soluciéona =1,b =2y c = 3.
Respuesta: Las coordenadas de (1,2,3) con respecto a By son (1,2,3)p, = (1,2,3).
Verificacion:
Hagamos la combinacién lineal de los vectores de la base B, con las coordenadas halladas:
1(1,0,0) +2(0,1,0) +3(0,0,1) = (1,2,3)
c)

(1,2,3)p, = (a,b,¢) <= (1,2,3) =a(—1,1,0) +b(0,1,—1) +¢(1,1,—1)

Notar que los vectores de la base B3 son los mismos que los de la base B; pero en otro
orden; por lo tanto, ya sabemos cudl es la combinacién lineal de estos vectores que da
como resultado (1,2,3). Entoncesa = 5,b = —9yc = 6.

Respuesta: Las coordenadas de (1,2, 3) con respecto a Bz son (1,2,3), = (5,—9,6).

Verificacion:
Hagamos la combinacién lineal de los vectores de la base B con las coordenadas halladas:
5(-1,1,0) —9(0,1,-1) +6(1,1,—-1) = (1,2,3)
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Observacién: En el ejemplo anterior, B, es la base canénica de R y, para esta base, nuestra
definicién de coordenadas coincide con la que ya veniamos usando: (1,2,3)5, = (1,2,3).

Lo mismo ocurre para la base canénica de R" para cualquier n: siv = (x1,...,%,) € R"y E es
la base candnica de R”, entonces (v)g = (x1,...,%,).

e D

. _ 1 -1 0 1 2 -1 0 -1
Ejemplo 2. SeaB-{(2 1>,<_1 0>,<4 2>,<1 1)}basede
RZXZ.

a) Hallar la matriz A € R?>*? cuyas coordenadas con respecto a la base B son
(4,0,1,-3).

b) Hallar las coordenadas de < g B 3 ) con respecto a la base B.

Solucion:

a) A partir de la definicién de coordenadas, sabemos que la matriz A se obtiene calculan-
do la combinacién lineal de los elementos de la base B con los escalares dados por las
coordenadas de A con respecto a la base:

(A)p = (4,0,1,-3)
<:>A:4.<; _1>+0.(_? (1)>+1'<421 _;>+(—3).<(1) _1>
(5 3)

Respuesta: La matriz A tal que (A)p = (4,0,1,—3) es A = < g —§ >

b) Como en el Ejemplo 1, para hallar las coordenadas de la matriz dada con respecto a la
base B usamos la definicién de coordenadas, que nos conduce a un sistema lineal de
ecuaciones:

0 -3
(2 3 )B—(a,b,c,d)

=2 3) =l ) (o) e (G 2)eel(d )

a + 2 = 0 1 0 2 0] 0
e ) ot b — ¢ — d = -3 o -1 1 -1 -1|-3
20 — b + 4 + d = 2 2 -1 4 1] 2
a + 2c +d = 3 1 0 2 1|3
Escalonamos para resolver el sistema:
1 02 0|0 102 0|0
E+F—F
0o 11 —-1|-3 011 —-1|-3
?1251:53 0o 10 1|2 |BTERZE o001 o 1
b \o o0 13 000 1|3
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Finalmente calculamos la solucién del sistema: a =2, b =1,c = —1,d = 3.

Respuesta: Las coordenadas de la matriz ( g B 3 ) con respecto a la base B son

0 -3
( o 3 )B = (2,1,-1,3).

Verificacion:

Comprobemos que al hacer la combinacién lineal de B con las coordenadas halladas el
resultado es la matriz dada.

z(é _1>+1.<_(1) é>+(—1>.<j ‘§>+3.<(1’ ‘}):(2 j)

Ejemplo 3. Sean Vune.v., B = {vy,vp,v3}, B = {vi —v3,2vi +vp,vi — Vo +Vv3} y
B" = {vy —v3,vi + vy —2v3,vi +v3} bases V,yseav € Vtal que (v)p = (4,2,1).
Hallar (v)gn.

Solucién: Por la definicién de coordenadas con respecto a la base B,

(V)p=(4,2,1) < v = 4(vi—v3)+2(2vi +vp) +1(vy — va + v3)
= 9vi; 4+ vy —3v3

Buscamos ahora las coordenadas de v = 9v; + v, — 3v3 con respecto a la base B”. Nuevamente,
la definicién nos dice que:

(v)pr = (a,b,¢c) <= v =a(vy—v3)+b(vi+vy—2v3)+c(vi+v3).
Podemos igualar las dos combinaciones lineales que dan v:
vy + vy — 3vz = a(vy — v3) + b(vy + vy — 2v3) + ¢(vy + v3).

Igualando a O y reagrupando, obtenemos una combinacién lineal de los vectores de la base B
igualada al vector nulo

O =a(vy —v3) +b(vy + vy —2v3) +c(vy +v3) — (9vy + vo — 3v3)
O=0b+c—9)vi+(a+b—1)va+(—a—2b+c+3)v;3

Como B es un conjunto linealmente independiente, por ser una base de V, la tinica solucién
para esta dltima combinacién lineal es la que tiene sus coeficientes iguales a 0, es decir

b + ¢ — 9 =0 b + ¢ = 9
a + b -1 = 0 <= a + b = 1

-a — 20 + ¢ + 3 =0 -a — 2b + ¢ = -3
0 1 1|9 1 101
1 1 0] 1 FE < F 0 1 1|9
-1 -2 1|-3 -1 -2 1|-3
1 101 1101
E+F—FK|[ 0 1 1] 9 E+kKB—FK| 01 1|9
0 -1 1|-2 00 2|7
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. . 9 117
La solucién del sistema es a = Y b= > c= 5
911 7
Respuesta: (v)gr = <_2, o 2)_

Verificacion:

Usamos las coordenadas en la combinacién lineal con la base B”:

9 11 7
—E(vz —v3) + 7(v1 + vy —2v3) + Q(Vl +v3)=9vi+vy—3vz=v

Observacion: En este ejemplo no conocemos cémo son los elementos del espacio vectorial
V ni cuéles son los vectores vq, v, y v3 que definen las bases. Las propiedades utilizadas en
la resolucién son las de la suma y del producto por escalares que valen en todos los espacios
vectoriales. De las hipétesis del enunciado podemos deducir que dim(V) = 3, pero eso no
significa que el espacio vectorial sea R®. Lo que si ocurre es que las coordenadas de los vectores
de este espacio vectorial son ternas de ntimeros reales.

En general, para un espacio vectorial V de dimensién 7, las coordenadas de los elementos de
V con respecto a una base son n-uplas, aunque dichos elementos no lo sean.

Ejemplo4. Sea B = {(1,0,1,—1),(1,1,0,1),(0,1,0,1),(1,0,1,0)} base de R* y sea S el
subespacio S = {x € R*/ — 2x1 + xp + 2x3 = 0;2x7 + x2 + x4 = 0;2x + 2x3 + x4 = 0}.
Hallar todos los vectores v € S cuyas coordenadas con respecto a la base B son de la
forma (a,b,b,a).

Solucién: Veamos cémo son los vectores v € R* que cumplen (v)p = (a,b,b,a) cona,b € R:
(v)p=(abba) <— v = a(1,0,1,-1)+b(1,1,0,1)+5(0,1,0,1) +4a(1,0,1,0)
= (2a+0b,2b,2a, —a + 2b)

Ahora veamos cuales de estos vectores pertenecen al subespacio S reemplazando en las ecua-
ciones de S y despejando:

—2-(2a+b) + 2b + 2-(2a) =0 0 =0
2-(2a+b) + 2b + (—a+20) = 0 < ¢ 32 + 6b = 0
2-(2b) + 2-(2a) + (—a+2b) = 0 3¢ + 6b = 0

Este sistema tiene como soluciones a2 = —2b para todo b € R; entonces

v =—2b(1,0,1,—1) + b(1,1,0,1) + b(0,1,0,1) — 2b(1,0,1,0) = b(—3,2, —4,4), conb € R.

Respuesta: Los vectores de S cuyas coordenadas en la base B son de la forma (a,b,b,a) son
los de la forma v = b(—3,2,—4,4), con b € R, es decir, los del subespacio ((—3,2, —4,4)).

Ejemplo 5. Sean B = {vy,vy,v3}y B’ = {vi + vy +v3,2vy + v3, —v] + v3} bases de un
e.v. V. Hallar todos los v € V que tienen las mismas coordenadas en ambas bases.

.
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Solucién: Buscamos los vectores v € V que cumplan (v)p = (v)p, es decir, si (v)p = (a,b,¢)
también debe valer (v)p = (a,b,c). Como

(v)p=(a,bc) <= v=avy+bvy+cv; y
(V)pg = (a,b,c) <= v=a(vi+vy+v3)+b2vy+v3)+c(—vi+V3)

podemos igualar las combinaciones lineales:
avy +bvy + cvy = a(vy + va +v3) + b(2va + v3) + c(—vy + v3).
Pasando todo al mismo lado y reagrupando

avy+bvy+cvy —a(vi +va+vs) —b(2va +v3) —c(—vi+v3) =0
cvy + (—a — b)Vz + (—Ll — b)V3 =0

obtenemos una combinacién lineal de los vectores de la base B igualada al vector nulo. Por la
independencia lineal de B, la tinica solucién es con todos los coeficientes iguales a 0, es decir:

c = 0
—a — b =0
—a — b =0
Las soluciones de este sistema son b = —a, cona € Ry c = 0, con lo cual,

(v)p=(a,—a,0) <= v=avy —avy+0vz =a(vy —vy), acR

Respuesta: Los vectores de V que tienen las mismas coordenadas en B y en B’ son los de la
forma v = a(vy; — vz) cona € R, es decir, los del subespacio (vi — vp).

Verificacion:
Hagamos la combinacién lineal con la base B’

(v)p = (a,—4a,0) <= v=a(vi+vy+v3)—a(2vy+v3)+0(—vy+v3) =a(vy —v).
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Apéndice: Definicion de espacio vectorial real

Espacio vectorial real

Un espacio vectorial real, o espacio vectorial sobre R, es un conjunto V de elementos lla-
mados vectores, junto con una operacién suma y un producto por escalares, que satisfacen
las siguientes propiedades:

EV1.
EV2,
EV3.
EV4.
EV5.
EVe.
EV7.
EVS.
EVo.

Siue VyveV, entonceslasumau+v e V.

Sik € Ryv eV, entonces el productok-v € V.

Siu,vyw €V, entonces (u+v)+w=u-+ (v+w).

Existe un elemento en V, notado O, talque O +u =u+ O = u paratodou € V.
Para cada elemento u € V, existe —u € Vtalqueu + (-u) = -u+u = O.
Siuyv eV, entoncesu+v=v+u

SiuyveVyceR, entoncesc- (u+v)=c-u+c-v.
SiaybeRyv eV, entonces (a+b)-v=a-v+b-v.

Siaybe Ryv eV, entonces (ab) -v=a-(b-v).

EV10. Siu € V,entonces1-u=u (1 € R).

Notacién: u —v =u+ (—v), parau,v € V.

Si 'V es un espacio vectorial real, valen las siguientes propiedades.

= 0-v=0paratodov c V.

k-O = O paratodok € R.

» (—1)-v=—vparatodov € V.

» —(v+w)=—-v—wparatodosvyw e V.

" k- (v—w)=k-v—k-wparatodosvyw eV, ke R.

m k-v=0siysoélosik=06v=0.
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