Capitulo 6

Numeros complejos y polinomios

6.1 Ntumeros complejos - Forma binémica

Los nimeros complejos son un conjunto de ntimeros que extiende a los nimeros reales. Se
crearon para resolver problemas de diversas dreas de la fisica, la ingenieria y la matemaética.

Forma binémica

Notamos con la letra C al conjunto de los ntimeros complejos y usamos la letra z para

referirnos a ellos:
C={z=a+bi conabecR, 2= —1}.

La expresion a + bi es la forma binémica del nimero complejo z = a + bi.
A a lo llamamos parte real del namero z y a b lo llamamos parte imaginaria del numero z
y escribimos Re(z) = a e Im(z) = b.

Por ejemplo: La parte imaginaria de un niimero com-
, plejo es un niimero real, no tiene la i.
i d Z:1_21 RE(Z) :1, Im(Z) =-2 Im(l—,?.l) — _2
L — 24y — —2i
J z:3+gi Re(z):?:,lm(z):?l
o z=—4i Re(z) =0, Im(z) = —4
e z=1 Re(z) =1,Im(z) =0
e z=0 Re(z) =0,Im(z) =0
Observacion.

Los ntimeros reales también son ntimeros complejos (son los que tienen parte imaginaria nula,
osean € R,b=0):R cC.

Representacion en el plano complejo

Podemos representar a los nimeros complejos en el plano cartesiano ubicando la parte real
del nimero en el eje x y la parte imaginaria en el eje y, lo que nos permitird darle un sentido
geométrico a las operaciones.
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Identificamos a z = a + bi con el punto P = (a,b) de R? o bien con el vector (ﬁ'

Im(z) Observar que los nliimeros reales se ubican so-
5| bre el eje x. Sobre el eje y se ubican los que
tienen parte real nula, a los que llamamos ima-

i 1 +

ginarios puros.
-3 -2 -1

Asociamos por ejemplo:

o z=1-2i ~ (1,-2)

o e 2=1=140i ~ (1,0)
5. 5
-3 .Z—3+11N (3,1)

-
o

z=-2+4i~ (=2,1)
z=—4i=0—4i ~ (0,—4)

Operaciones

1. Suma

Siz=a+biyw = c+ di son dos nimeros complejos, la suma se define como:

z+w=(a+c)+(b+d)i.

Por ejemplo,
(=24+i)+(B3+4i)=(—2+3)+(1+4)i=1+5i.

La suma se corresponde en el plano complejo con la suma de vectores.

2. Producto por escalares

Siz = a+ biesunnimero complejo y k € R es un escalar, el producto se define como:

kz = (ka)+ (kb)i.

Por ejemplo,
—3.(—2—1i)=-3(-2)+(-3).(-1)i=6+3i.

En el plano complejo, se corresponde con el producto de un vector por un escalar.
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1+5i

Observar que se verifica la ley
del paralelogramo de la suma de
vectores. También se observa
el efecto de dilatacién del pro-
ducto por escalares.

-2+

—2—1i

3. Producto de niimeros complejos

Dados dos ntiimeros complejos z = a +biy w = c + d i se define el producto entre z y w
como:

z-w=(@a-c—b-d)+(a-d+b-c)i.

Parece una férmula complicada, pero no hace falta memorizarla gracias a que este pro-
ducto cumple la propiedad distributiva con la suma.

Sabemos que i = —1, que se corresponde con hacer z - z cuando z = i. Podemos, en-
tonces, multiplicar dos ntiimeros complejos de la siguiente forma:

(a+bi) - (c+di)=a-c+a-di+b-ci+b-di*=a-c+(a-d+b-c)i+b-d(-1)
=a-c—b-d+(a-d+b-c)i

Por ejemplo:

® 3—2i)-(4+i)=3-443-i+(-2)-4i+(-2)2=12+3i—8i—2(-1)
=124+2-5i=14—5i

e 3+4i)?=3+4i)(3+4i)=3-3+3-4i+4-3i+4-47
=9—-16+24i=—7+24i

e 3i)P=3=27(%)i=27-(-1)i=—-27i

Observaciones.

1. Siz = a+ bi, podemos generalizar

z22 = a® — b% +2abi

Asi también podriamos calcular cualquier potencia de z, pero un exponente alto involucra
muchas cuentas. La forma binémica es comoda para sumar y restar pero no lo es para
hacer potencias grandes.
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2. Algo curioso sucede con las potencias de i:

NN, N,
.=

1
2
i3
4

N
Il
—_
N
N—
=
o
|
_

Luego, PP = (i4) -1 =1, y comienzan a repetirse esos 4 resultados: i, —1, —iy 1.
Por ejemplo i'® = (i*)* .2 = 1*(—1) = —1.

Notamos entonces que el resultado depende del resto de dividir el exponente por 4, asi
sabiendo que 139 = 4 - 34 + 3, calculamos:

Moédulo

Dado z = a + bi, llamamos mddulo de z al niimero real no negativo
z| = Va?%+ b2

Si representamos a z en el plano complejo, el médulo coincide con la longitud del vector,
o bien con la distancia de (a, b) al origen.

10 +3i
3
Por ejemplo:

« 3-2i= /31 (22=V13 T

o |14+ i =VI2+12=42 —4+0i . g

° |31" =+4024+32=3 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
o |4 = (47 + 0 =4 |

Ejemplo 1. Representar el siguiente conjunto en el plano complejo:

A={zeC/|z| =1y Re(z) < 0}.
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Solucioén.

J 2

Si quisiéramos resolver la ecuacién |z|] = 1 de-
beriamos plantear v/ a? 4+ b?> = 1. Pero no se podria
despejar de ahini a ni b.

Como se pide representar en el plano, resulta ttil
pensar a |z| como la distancia de z al origen.

El conjunto A resulta ser entonces el conjunto de to-
dos los puntos del plano complejo que distan 1 del
origen y tienen parte real negativa.

Ejemplo 2. Representar en el plano complejo el conjunto:

B={zeC/|z—1+3i| >2}

Solucioén.

Nuevamente interpretemos la inecuacion pensando
al moédulo como una distancia. Acé es util la si-
guiente observacion, equivalente a la que vimos con
vectores de R2:

|z — w| = distancia entre z y w

Reescribimos entonces:
|z—1+3i|=|z— (1—31i)]

para poder interpretar al conjunto B como el con-
junto de todos los puntos del plano complejo que
distan2 oméas de 1 — 3.

Vamos a introducir la nocién de conjugado de un niimero complejo, que nos sera de utilidad.

Conjugado

Dado z = a + bi, llamamos conjugado de z al nimero complejo:

Por ejemplo:

Z=a—>bi.
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S

4-5i=4+5i o 1+i=-1—1i
i=—3i *5=5

@

Geométricamente, conjugar es reflejar con respecto al eje x. Observar que los ntimeros reales
son los tinicos nimeros complejos que quedan igual cuando los conjugamos, es decir

z€R <— z=12.

Propiedad.

Siz=a+bi € C, entonces

Esta propiedad se comprueba haciendo el producto:
(a+bi)-(a—bi)=a®>+abi—abi — b** = a®> + b7,
que es el médulo de z elevado al cuadrado.
Por ejemplo,
(3-2i)-(3-2i)=(B8-2i)-(3+2i)=32—6i+6i—2%>=32422=13,

Observar que lo importante es que obtuvimos un ntimero real, “sin la i”.
Siz # 0, |z| es un nimero real estrictamente positivo y podemos pasarlo dividiendo:

Por lo tanto:
Inverso multiplicativo
Siz # 0, el inverso multiplicativo de z es

7
7 = —=
|2I°

Con esta observacién podemos presentar la divisién de nlimeros complejos.
Divisién
Si z y w son dos nlimeros complejos y w # 0, definimos el cociente de z por w como:

z 1 w z-W
—=z-w =z = ——
w
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Por ejemplo,

3+5i  (3+5i 2+i\  (3+5i)-(2+1i) 6+3i+10i+54 1+13l,
-0+ 22412 5 5

22— \2—i 2+ -

A continuacién enunciamos algunas propiedades que verifican el conjugado y el médulo de
ndmeros complejos:

Propiedades.

Cl)z=z Ml) z=0 < |z] =0
C2) z+tw=z+w M2) |z-w| = |z]| - |w|

T H=Z M3) [zZ| = |z|

C4) Siz#0,z71= ()L M4) Siz #0, |z7Y = |z

Ejemplo 3. Calcular el médulo de z, siendo

(3— i)6- (—i)15- (2+21)

° (1— i)

Solucién. La idea es usar las propiedades de médulo para no calcular las potencias de los
nimeros complejos que en forma binémica son muy costosas.

Sabemos:
2wl =zl jw] = |2"| = [z-2: 2] = |z] |z - - |z = |2|".
N——
n veces 1 veces
* Siw #0, |w!| = |w|™!; entonces, E‘ = ’z-w’l‘ = |z - ’w”’ = |z| - Jw| ! = ﬂ
w |w
* [z[ = |z],
Luego,
N6(_i\15(5 L9 01— 1227
(B— )°(—i)P(2+21) 13— i |—i]” |2+ 21]
(1—1) |1 — i
2 2\® 415 -
B (VE+(-17) 19)2+2i _ (1000 1-2VTPH T 10263

(V12 +12)3 (v2)? 1

Respuesta: |z| = 1000.

3+3i

Ejemplo 4. Dar la forma binémica de z = Atz

.
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Solucién. Primero desarrollamos el cuadrado y luego multiplicamos y dividimos por el con-
jugado del denominador.

343 3+3i  3+3i  (3+3i)-(-2i)
S+ 1+2i—1 2 (20)-(—20)

_ (B3+3i)-(=2i) _ —6i+6 _3 3.

N 4 4 2 2

3 3.
Respuesta: La forma binémica de zes z = 5 ot

Ejemplo 5. Dar la forma binémica de todos los z € C que verifican la ecuacién:

—_— 1
(1—i)z:3—2i—3z—?

Solucién. Realizamos el despeje de la ecuacién igual que con los nimeros reales. En los
cocientes multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador.

— 1
(1—i)z:3—2i—32—? =

(1- i)z+32:3+2i—12:g =

(1+43— i)z=3+2i—(2)) <

1
4—-i)z=3(141i) —
o 1+i . (A+i)@4+i) , 3+5i 9 15,
Siak A Ee il v e B TS B VARV

9 1
Respuesta: El tinico z € C que es solucién de la ecuacién es z = 17 + 1—; L.

Ejemplo 6. Dar la forma binémica de los z € C que verifican la ecuacién:

z-(z+1) =10+2i.

Solucién. Comenzamos planteando z = a + bi y reescribiendo la ecuacién que deben cumplir
los z € C que estamos buscando:

z-(z4+1)=(a+bi)- (a—bi+1)=10+2i
Si desarrollamos el producto de la izquierda, tenemos

a-(a+1)+b*+bi=a*+a+b*+bi =10+2i.
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Como dos ntiimeros complejos son iguales si y s6lo si lo son su parte real y su parte imaginaria,
el problema consiste en encontrar a y b € R tales que:

a?+a+b> = 10
b = 2

Reemplacemos el valor de b en la primera ecuacién:
PP+a+4=10 < a*+a—-6=0 < a=-36a=2.

Asiobtenemos quez = —3+2i 6 z = 2+ 2i.

Respuesta: Todos los z € C que satisfacen la ecuaciéon sonz = -3 +2iyz =2 + 2i.

Ecuaciones cuadraticas

Veamos ahora como, con los ntimeros complejos, podemos resolver ecuaciones de grado 2.

Ejemplo 7. Hallar todos los z € C que verifican:

a) 22—4=0 b) z2+1=0 ) z22+9=0

Solucioén.
a) z2—4=0.

Buscamos las raices de la ecuacion cuadrética x> — 4 = 0. Que la “incégnita” se llame z
s6lo nos sugiere que las soluciones pueden ser complejas.

Pl =0c=P=d<c=2z=2 6 z=-2

b) z2+1=0.

2241=0«=2z2=-1, que no tiene solucién para los nimeros reales.

Pero en C tenemos dos soluciones:

puesi? = -1y (—i)?=—1.

c) z24+9=0.
49=0<=22=-9<=2=3 6 z=-3i

pues (3i)> = —9y (=3i)?> = —9.
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Observacion.

Al incorporar el objeto i conseguimos dos soluciones de la ecuacién x> + 1 = 0 y ahora,
en C, todas las ecuaciones cuadréticas tendran dos raices (eventualmente repetidas).

[ Ejemplo 8. Hallar todos los z € C que verifican z> — 3 + 4i = 0. ]

Solucién. El problema equivale a resolver z2 = 3 — 41, pero ahora la solucién no es tan in-
mediata como en los ejemplos anteriores.
Buscamos a y b € R tales que:

(a+bi)?=3—4i

Desarrollamos el cuadrado y llegamos a:
a* —b* +2abi = 3 —4i.

Como dos ntimeros complejos son iguales si y s6lo si lo son su parte real y su parte imaginaria,
el problema consiste en encontrar a y b € R tales que:

- = 3
2ab = —4°
Para poder despejar a y b de este sistema de ecuaciones de manera maés sencilla, agregamos

una tercera ecuaciéon que también verifican los niimeros reales a y b que buscamos.
Como z2 = 3 — 4i, tomando médulo a cada lado, tenemos:

12> = |3 —4i]| = a> + 1? = /32 + (—4)2 =5.

La agregamos a nuestro sistema:

- = 3 (1)
2ab = —4 (2) Observar que estas ecuaciones tienen incoégnitas
a4+ = 5 3) reales, “jno hay i!”, a y b son nameros reales.

Con (1) y (3) despejamos a? y b?, por ejemplo sumando las ecuaciones:
20 =8<=a*=4<=a=26a=-2.

Volviendo a (3):
44 =5V =1<b=16b=—1.

Por ultimo, con la ecuacién (2) terminamos de determinar a y b usando la regla de los signos.
Como 2ab < 0, a y b tienen distinto signo.

Luego,obiena =2y b= —lobiena=-2yb=1.

Se tiene entonces que los z € C que verifican z2 — 3 + 4i = 0 son

z=2—1 'y z=-2+1.

Respuesta: Todos los z € C tales quez> —3+4i=0sonz=2—iyz= —2+1.
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Ejemplo 9. Hallar todos los z € C tales que: z> — 2z +3 =0

Solucién. Vemos que a diferencia de los ejemplos anteriores tenemos tres términos y no pode-
mos despejar directamente z de ahi. Completando cuadrados se puede reescribir la ecuacién

cuadrética en su forma candnica:
72— 2243=0<= (z—12+42=0
(z—12=2<=2z-1=V2i 6 z—1=—-V2i
= z=1+2i z=1-2i

[eN

Respuesta: Todos los z € C tales que z2 —2z +3 =0sonz = 1 +v2iyz =1— /2i.

Cualquier ecuacién cuadratica se puede expresar en su forma candnica:

2 2 2
ax2—|—bx—|—c:0<:>a<x—|—2i> +c—— =0« (x—i—)

De esta expresion se deduce la férmula resolvente para hallar las raices de una ecuacién cua-

drética.

Formula resolvente

Version compleja de la formula resolvente: las soluciones en C de la ecuacién az? + bz +¢ = 0

son
_ —b+w

Z_
2a '

donde w es un nimero complejo que cumple w? = b* — 4ac.

Apliquemos la férmula resolvente a la ecuacién de este ejercicio:

z2—2z+3=0
Tenemos que los coeficientes de la ecuacion sona =1,b = —2yc = 3.
Como b? — 4ac = (—2)?> —4-1-3 = —8 es un ntimero real negativo,

Z_—b+w_—(—2)+w_2—i—w
- 20 2.1 2

conw € C que cumple:
w? = —8.

Esta ecuacién tiene dos soluciones:
w=1V8i=2V2i y w=—V8i=-2V2i.
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién dada son:

2 4+2v/2i 2 —2/2i
S S A S
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que, simplificando el 2, vemos que son las mismas que obtuvimos arriba.

[ Ejemplo 10. Hallar todos los z € C talesque z> —z+ 1+ i = 0. ]

Solucién. Tenemos una ecuacién cuadrética con incégnita z con los tres términos. Para aplicar
la férmula resolvente, reconocemos los coeficientes:

a=1,b=-1yc=1+1

Calculamos b* — 4ac = (—=1)2 —4-1- (1 + i) = —3 — 4i, que es un ntimero no real.
Usamos entonces la version compleja de la férmula resolvente:

, —b+w —(-1)4+w 14w
- 20 2.1 2

donde w € C cumple w? = b? — 4ac = —3 — 4i.

Ahora para hallar w usamos la técnica de las tres ecuaciones como en el Ejemplo 8.

Resolviendo las tres ecuaciones, se llega a:

w=-14+2i 6 w=1-2i.
Por lo tanto,

Z_1+(—1+2i) 5 Z_1+(1—2i) L2 2721
- 2 - 2 2 2

Luego, las soluciones de la ecuacién son:

z=1y z=1—-1

Respuesta: Todos los z € C talesquez> —z+1+i=0sonz=iyz=1—1.

6.2 Numeros complejos - Forma trigonométrica

Usando la representacion en el plano que vimos al estudiar ntimeros complejos en forma
binémica, podemos introducir una manera alternativa de expresar a los nimeros complejos:
la forma trigonométrica.
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Dado un punto P = (a,b) € R?> — {(0,0)} podemos identificarlo a través de sus coordenadas
cartesianas o a través de sus coordenadas polares, que son la distancia r del punto al origen y el

angulo 6 que forma el vector OP con el semieje positivo de las x.

p 34 p 3
b
2 2
w1 "N\11
a m
-2 -1 1 2 -2 ;1 1 2
-1 -1

(Coémo se relacionanay b conry 6?

Sabemos que r es la longitud del vector:
r=+Va>+b2=|P|.

. o 1 . )
Si multiplicamos a P por . tenemos un vector de norma 1y que forma el mismo angulo con el

semieje positivo de las x; por lo tanto P P es un punto de la circunferencia de centro 0 y radio
1.

Como vimos en la seccion Angulos, seno y
p 3] coseno, existe 6 € [0,27) tal que
L}
1
5l P P = (cos(6),sen(h)).
1 P AT 0 SR
N Se“(\\ ) Multiplicando por 7,
TR =1 (cos(®)sen().
“tp Entonces:
(a,b) = P = (rcos(8),rsen()).

Luego, podemos reescribir al ntimero complejo z = a + bi de la siguiente forma:
z=a-+bi=rcos(0)+rsen(0)i
z = r(cos(0) + i sen(6))

donde r = va? +b? = |z| y 6 es el angulo que forma z con el semieje positivo de las x en su
representacion en el plano complejo.

Conseguimos asi una nueva expresiéon que pone dos nuevos valores en juego. Como las fun-
ciones seno y coseno son periddicas, hay muchos valores de § € R que dan el mismo resultado
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z. Para tener unicidad en la escritura tomamos un representante 6 € [0,277) y lo llamamos el
argumento de z. Escribimos 6 = arg(z).

Forma trigonométrica

Dado z € C — {0}, llamamos la forma trigonométrica de z a la expresion:

z = |z| (cos(f) +isen(f)), con6 € [0,2r).

Ejemplo 1. Expresar en forma binémica, calculando la parte real y la parte imaginaria.

a) z= 2(cos(g) + isen(g)).
b) z = %(Cos(gﬂ) +i sen(gn))

c) z = cos(m) +isen(7)

Solucidn.
a) z= 2(cos(%) + isen(g)).

Es el nimero complejo que tiene médulo 2

T
y argumento 1
Si queremos conocer sus coordenadas

cartesianas calculamos:

T, V2 T, V2
cos(z) =5y sen(Z) =5

z= 2(cos(g) + isen(g))

:2(\?“\?)
=V24+V2i

Respuesta: z = V2 +/2i.
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b) z = g(cos(gn) +1i sen(gn))

2
Es el nimero complejo que tiene médulo 3

y argumento gn.

Podemos calcular:

5 1 5 V3
COS(gT[) =5 sen(gn) =——

N

I
)
o
&

(gn) +isen(27))

( 3 hY

|
Wik WIN W
|

N
S
S~—
|
N

—~
N —

~.

ol

-~

°|S

1
Respuesta: z = 3~

c) z = cos(7) +isen(r)

En este caso, z tiene médulo 1 y argumento 5|
T.
T
z

Podemos calcular coseno y seno o bien ubi- ; /P \ ‘
carlo en el plano y ver sus coordenadas -2 _1 il 2
cartesianas. _1

-2+
z=-1
Respuesta: z = —1. ‘

Si z estd expresado en su forma binémica y queremos escribirlo en su forma trigonométrica
tenemos que tener presente la relacion de a = Re(z) y b = Im(z) conr = |z| y 6 = arg(z)
que se obtiene a partir de la igualdad

z=a+bi=|z|(cos(f) +isen(h)) = |z| cos(0) + i |z| sen(h),

{a = |z| cos ()
b = |z| sen(H)
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En esta seccion serd ttil la siguiente tabla de valores de serno y coseno:

Lol T
6 4 3 12
1 | vV2|V3

sen(a) | 0 5 |15 |5 1
V3 [ V2 | 1

cos(a) | 1 > |5 3 0

y recordar los signos de seno y coseno de acuerdo al cuadrante donde se ubica el punto.

Ejemplo 2. Expresar en forma trigonométrica, calculando el médulo y el argumento.

a) z=4i b) z=-3 c)z=1—1i
Solucién.
a) z=4i
Podemos ubicar el nimero z en el plano y 4%
observar que su distancia al origen es 4 (y o '
por lo tanto su médulo es 4) y que su argu- 2

e

T . .
mento es - porque z se ubica en el semieje

positivo de las y.

O bien podemos calcular |z| y 0. Eneste casoa =0y b = 4.

Calculamos |z| = V0% + 4? = 4, y luego buscamos el argumento 6:

a = |z| cos(6) 0 =4cos(0) cos(f) =
{b = |z| sen(0) — {4 = 4sen(0) — {sen(()) =

NNNT)
I
= O

El tinico 6 € [0,271) que cumple las ecuaciones es 6 = %

Respuesta: z = 4(COS(g) + isen(g)).
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b)

<)

z=-3
Nuevamente es sencillo observar la repre- 4!
sentacion de z en el plano.
2 4
. . . 7T

Su distancia al origen es 3 y, como z se en- VAR
cuentra en el semieje negativo de las x, su PRSP 2 | 4
argumento es 7T. ol '

. 74 1

—3 = 3(cos(7r) + isen(7))

Respuesta: z = 3(cos(7) +isen(m)).

z=1—1

Enestecasoa =1yb = —1.

El médulo de z no es evidente, lo calculamos:

z| = 12+ (-1)2 = V2.

Para hallar el argumento tenemos dos opciones. Una opcién es observar que el valor
absoluto de la parte real y de la parte imaginaria coinciden y, por lo tanto, el complejo se

. . 7T .
ubica en la mitad del cuarto cuadrante y su argumento es 6 = 27 — 1 La otra opcién es

usar las ecuaciones:

{a = |z| cos(0) { 1 = +2cos(h) cos(f) =
<~ <~
b = |z| sen(H) —-1 = +2sen(f) sen(f) =

SN

1
V2
-1
V2

Observamos que los valores de seno y coseno
. , T
estdn en la tabla (son los correspondientes a Z)

pero con distinto signo, debido a que el nimero
z se encuentra en el cuarto cuadrante y no en
el primero. Buscamos el dngulo del cuarto cua-
drante para el cual nos dan esos resultados.

cos(%n) = cos(g) = \f
SGI‘I(ZT() = —sen(g) = —\f

7
Por lo tanto, 8 = 1 Recordando que el médulo de z es v/2, concluimos:
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7 . 7
Respuesta: z = \fZ(cos(in) —|—zsen(17'()).

La forma binémica y la forma trigonométrica son dos formas de expresar el mismo
nimero complejo. La forma trigonométrica pone de manifiesto otras caracteristicas, que
son su médulo y su argumento. Esta representacién nos va a ser til para calcular pro-
ductos, potencias y raices de nimeros complejos.

Ejemplo 3. Escribiraz = —1+ /317 en forma trigonométrica.
Solucién. Sabemos que a = —1y b = /3, entonces z esta en el segundo cuadrante.
Calculamos:
2l = /(12 + (V3R = V43 =2
-1
{a = |z| cos(0) {—1 = 2cos(6) cos(f) = >
— —
b = |z| sen(6) V3 = 2sen(6) sen(8) = \2@

Si miramos los valores de cos(f) y sen(6) sin signo, en la tabla se corresponden con la columna

T
de —. Ahora buscamos el dngulo 6 en el segundo cuadrante. Tenemos:

2 7T 1 2 T
cos(én) = —cos(g) =—5 ¥ sen(gn) = sen(g) =

~|S

2
Por lo tanto, |z| =2y 0 = 37T

2 )
Respuesta: La forma trigonométrica de z es z = 2(COS(§7T) +i sen(g 7).

Ejemplo 4. Escribiraz = 5i(cos( g) + isen(%)) en forma trigonométrica.

Solucién. Parece ya estar resuelto, pero... Recordemos que en la forma trigonométrica aparece
como factor el médulo de z que es un ntimero real positivo (5 no puede ser el médulo).
Luego, ésta no es la forma trigonométrica de z. Para poder determinarla, buscamos los valores
de la parte real a y de la parte imaginaria b. Aplicando la propiedad distributiva y calculando
los valores de seno y coseno, resulta:

1 1 .
z= 5i(cos(§) —|—isen(g)) = 5i(§ —l—i\f) = 52i+5i2\/§ = —% + §z
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53

T 5
Tenemos entonces que la parte real y la parte imaginaria de z son: a = Y b= SR
por lo tanto, z se encuentra en el segundo cuadrante.

5
Ahora si calculamos el médulo (sacando 5 de factor comtn) y el argumento de z:

z| = ’g(—\/?w')‘ :g (—\/§)Z+12:§.2:

{a = |z| cos(0) —5\2@ = b5cos(0) cos(f) = —\/75
— —
b= |z|sen() g = b5sen(6) sen(f) = %

Los valores de seno y coseno, sin considerar el signo, se encuentran en la tabla en la columna de

5
%. En el segundo cuadrante, los valores corresponden a 6 = 5

5 . 5
Respuesta: La forma trigonométrica de z es z = 5(cos(67r) +i sen(g 7).

Ejemplo 5. Representar en el plano el conjunto

A={zeC/ |z] <4y ggarg(z)ggn}.

Solucién. La condicién para el médulo ya la analizamos en los primeros ejercicios y vimos
que convenia pensar en |z| como la distancia de z al origen. Por lo tanto los ntimeros complejos
que cumplen |z| < 4 son aquellos que se ubican dentro de la circunferencia de centro el origen
y radio 4.

Por otro lado, hay una restriccion para el argumento, que, recordemos, es el &ngulo que forma

con el semieje positivo de las x. Ubicamos como siempre primero “los iguales”: arg(z) = =y
3

7 . . . .
arg(z) = ¢ 70 que son semirrectas que comienzan en el origen (“rayos”). Y luego, pintamos la

regioén que encierran esos “rayos”.
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Operaciones en forma trigonométrica

A un ndamero complejo z # 0 podemos representarlo con su médulo y su argumento, que es
un valor entre 0 y 271. Pero sabemos que coseno y seno son funciones periddicas con periodo
27t. Por ejemplo, cos(7r) = cos(37) = cos(217) = cos(—57).

A la hora de operar es mds comodo permitirnos variar el valor de 6 y, de ser necesario, al final
de las operaciones tomar un representante en [0,277) para dar el argumento.

Sobre todo cuando resolvemos ecuaciones, es necesario poder determinar cudndo dos expre-
siones con seno 'y coseno son iguales.

Igualdad
Siz =r(cos(f)+isen(f)) yw = t(cos(a) +isen(a)), conr,t >0,y 60,a € R, entonces

7 o= I

z:w<:>{ 0 = wa+2km, paraalgink € Z.

Por ejemplo,

3(cos(7t) +isen(rr)) = 3(cos(217) +isen(217w)) (con k = 10),
3(cos(mt) +isen(rr)) = 3(cos(—7m) +isen(—7m)) (conk = —1),

y, expresado en forma binémica, es el nimero —3.
Para calcular el producto de dos ntimeros complejos no nulos usaremos el siguiente teorema

que se deduce de las férmulas para el seno y el coseno de la suma de dos dngulos:

Teorema de De Moivre
Sean z y w dos niimeros complejos no nulos,
z = |z| (cos(a) +isen(a)) y w = |w|(cos(B)+isen(B)), cona,p € R.

Entonces:
z-w = |z| |w| (cos(a + B) + isen(a + B)).

Observamos que, en este enunciado, a y  no son necesariamente los argumentos de z y w (es
decir, pueden no estar en el intervalo [0, 277)).

A partir del Teorema de De Moivre se deducen férmulas para las potencias, el conjugado y el
inverso multiplicativo de un nimero complejo no nulo:
Siz = |z| (cos(6) + isen(h)), entonces
o z" = |z|" (cos(n6) + isen(nd)) para todon € N
* z = |z| (cos(—0) + isen(—0))

o 271 = |z| 7! (cos(—0) + isen(—0))
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Por lo tanto, se deduce también una férmula para el cociente de dos nimeros complejos no
nulos:

Siz = |z| (cos(a) +isen(n)) y w = |w|(cos(B)+isen(p)), entonces

z_ ‘;}l‘@os(a — ) +isen(a — B)).

Ejemplo 6. Siz = %(cos(g) + isen(g)) yw = 3(cos(§7r) + isen(grf)), escribir en

forma trigonométrica

zZ-w, z71 y w?.
Solucién.
o z.w
Usando el teorema de De Moivre:
1 m 5 ) m 5 3 13 ) 13
zow=5 -3(cos(§ + §7T) —i—zsen(a + gn)) = E(cos(;n) —|—zsen(€7r)).

1 1
Observar que g 7T > 27, por lo que para dar el argumento restamos 27t: gn -2 =

SN

Z-W =

N

(cos(%)qtisen(%)).

o1 (%)fl(cos(—g) + isen(—g)) = Z(COS(—g) + isen(—g)).

3
Ahora, como —g < 0, sumamos 27t para poder dar el argumento: —; +2n = 5T

z7 1= Z(COS(;TC) + isen(gn)).

o ot

Usamos la férmula para las potencias que se deduce del Teorema de De Moivre:

2 2
w* = 3*(cos (4 - gn) +isen(4- gn)) = 81(cos(§0n) + isen(gon)).

20 20
Ahora, el dngulo zres bastante mayor que 27, ya que 3~ 6,7. (Cuanto hay que

2 2
restarle para obtener el argumento de w*? Recordemos que COS(EOT() = Cos(goﬂ + 2k7)
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para cualquier valor entero de k, y lo mismo ocurre para seno. Es decir, se suman o restan
multiplos de 2.

2 2
En este caso, con k = —3 queda ?On +2(=3)m = §7T’ con lo cual

2 2
w* = 81(COS(§7T) + isen(ﬁn)).

Respuesta: z-w = ;(COS(%) + isen(g)), z7 1= 2(cos(§7r) + isen(gn)) y

2 2
wt = 81(cos(§7t) + isen(gn)).

Observacidn. El calculo de potencias se facilita considerablemente al usar la forma trigonomé-
trica (imaginemos calcular w* usando la forma binémica...) Pero no tenemos una férmula para
la suma ni para la resta de nimeros complejos expresados en esta forma.

Por ejemplo, z + w queda:

n) + isen(z)) + 3(cos(§n) + isen(§n))

z4+w = l(cos(—
N 2 2 3

2

Para sumarlos, nos conviene expresarlos en forma binémica. Dependiendo de la operacién que
queramos realizar usaremos la forma binémica o la forma trigonométrica.

1 V3. 3 33,
2

1 . 1, .
En este caso, z = §(0+11) =5lyw= 3(5 - 17) =5y y, entonces,

3V3. 3 1 3V3

zZ4+w = T1—§+(§_T)Z

11_’_§_
2 2

)8
Ejemplo 7. Calcular la parte real y la parte imaginaria de z = A+

(V3+1i)3

Solucién. Para calcular potencias de niimeros complejos es conveniente expresarlos en forma
trigonométrica.
Trabajemos con 1 + i

1+ =2
y, ubicando al punto en el plano, notamos que est4 en la mitad del primer cuadrante. Por lo

T
tanto el argumento es T Entonces,

7T

1+i= \fZ(cos(4

) +isen( ).
4
Aplicando el teorema de De Moivre,

(1+i)% = (ﬁ)s(cos(&g) + isen(S.g)) = 2%(cos(271) +isen(27)).
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Ahora trabajamos con V341

‘\/§+i‘ =V3+1=2

Para determinar su argumento, buscamos 6 que cumpla las ecuaciones:

—

{ZCOS(G) = V3 cos(8) =

NI —DN
=[S

2sen(f) = 1 sen(d) =
Estos resultados se hallan en la tabla en la columna de 6 = % Entonces,
V34i= 2(COS(76T) +zsen(%))

Aplicando el teorema de De Moivre,

(V3 +i)® = 23(005(3E

. T T
z ) —l—zsen(?)g)) = 23(cos(=

, T
2)—|—zsen(j)).

Por dltimo usamos la férmula que dedujimos del teorema de De Moivre para calcular el co-
ciente:

 (1+19)®  2%(cos(2m) +isen(27)) 24(
C (V3+i)3 23(cos(3) +isen(F)) 23
(=

_ 2(Cos(377r) 1)) = —2i

cos(2m — g) +isen(2m — g))

2
+isen(3 ) =2(0+1

Nos dio como resultado un ntimero imaginario puro; por lo tanto:

Respuesta: La parte real de z es 0 y la parte imaginaria de z es —2.

Observacién. Ahora que vimos la forma trigonométrica, podemos apreciar el efecto geomé-
trico del producto entre ntimeros complejos. Sabemos que sumar y restar produce traslaciones
y que multiplicar por un escalar produce dilataciones.

Cuando multiplicamos dos ntimeros complejos los médulos se multiplican y los argumentos
se suman. De este modo:

La multiplicacién por un nimero complejo no nulo z = |z| (cos(6) + isen(f)) produce
una dilataciéon por un factor |z| y una rotacion de angulo 6.

Por ejemplo, observemos la multiplicacién de 3i por 1 + i. En forma binémica,
3i(1+i) =3i+3i* = -3+ 3i.
Si los escribimos en forma trigonométrica, tenemos:

3i = 3(cos(g) + isen(g)) y 1+i= ﬁ(cos(%) + isen(g))
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—3+3i

Entonces, . -
3i(1+41i) = 3ﬁ(cos(§ + Z) + isen(z + Z))

. i . ) T
Vemos que 3i se “estir6” por un factor v/2 ~ 1,4 y roté en un dngulo de 1

Ejemplo 8. Dado el tridngulo T; de vértices —1, 0 e i, determinar qué operaciones se
deben realizar para transformarlo en el tridngulo T, de vértices 1 —i,3 —iy 3 — 3i.

Solucién.

2 1

/l Al dibujarlo observamos que el tridngulo estd

} T } } } rotado, “estirado” y trasladado.
-2 -1 1 2 3 La rotacién y la dilatacion las podemos con-
-1 seguir multiplicando por un nimero com-
plejo. ;Cudl?

-2+

T
Vemos que el triangulo esta rotado en 90° 6

y que los lados iguales inicialmente median 1 2
y finalmente miden 2.

Debemos entonces multiplicar por un niimero 7
de moédulo 2 para duplicar su longitud y de —e

T
argumento 5 para rotarlo.

Por lo tanto, multiplicamos primero todos los
puntos del tridngulo por el nimero: —2N
T

z= 2(Cos(§) + isen(g)) = 2i.
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Por ejemplo, el vértice i en forma trigonométrica es:

i= cos(g) + isen(g).

Al multiplicarlo por z queda:

iz = Z(COS(E + E) + isen(E + 71)) = 2(cos(m) +sen(m)) = —2.

22 2 2
Ahora sélo nos falta trasladarlo rigidamente
3 unidades a la derecha y una unidad hacia 2
abajo. Por lo que debemos sumar a todos los i
puntos del tridngulo el nimero w = 3 — 1. J

Por ejemplo, al sumarle w al vértice —2 queda:

24w=-243—i=1—1i

Por lo tanto, las dos operaciones son multi-
plicar primero por z = 2i y luego sumar w =
3 —i. (Observar que el orden es importante).

Concluimos que si x pertenece al tridngulo T;, entonces x.z + w pertenece al tridngulo T>.

‘ Respuesta: Para transformar T; en T, hay que multiplicar por z = 2i y luego sumar w = 3 — i.

6.3 Raices y ecuaciones con niimeros complejos

Con la forma binémica de nimeros complejos llegamos a resolver ecuaciones cuadratricas.
Ahora con la forma trigonométrica podremos resolver algunas ecuaciones de mayor grado.
Por ejemplo, la ecuacién x*> — 8 = 0, que es equivalente a x> = 8, tiene una sola solucién en el
conjunto de los nimeros reales, que es x = V8 =2.

En el conjunto de los nimeros complejos tendremos dos soluciones mas y por eso diremos que
hay tres raices ciibicas del ntimero 8. El simbolo v/ resulta insuficiente y no lo usaremos.

[ Ejemplo 1. Hallar todos los z € C tales que z° = 8. ]

Solucién. Ponemos nuestra incégnita en forma trigonométrica:
z = |z| (cos(0) + isen(6)).
Expresamos también al 8 en forma trigonométrica:
8 = 8(cos(0) +isen(0))
Tenemos entonces una igualdad en forma trigonométrica:

7% =8 <= (|z| (cos() +isen(h)))> = 8(cos(0) + isen(0)).
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Aplicamos el teorema de De Moivre del lado izquierdo de la igualdad, y el problema se traduce
en encontrar |z| y 6 tales que:

1z|? (cos(36) + isen(36)) = 8(cos(0) + isen(0)).
Finalmente planteamos la igualdad de los ntimeros en términos de sus médulos y angulos:

2> = 8

3 _
z _8@{ 30 = 0+2km, conkeZ.

Resolvemos primero la ecuacién para el médulo:

El médulo de z es un numero real,

3 3
2| 8 2| V8 acé tiene sentido el simbolo v/ .

Sabemos entonces que |z| = 2.
Despejamos 6 de la igualdad para los dngulos. Queda:

_ 0+2km  2km
- 3 37

0 conk € Z.

Para cada valor de k € Z, tenemos un valor de 6 diferente. Sin embargo, veremos que hay
sOlo tres valores que dan lugar a nameros complejos distintos (es decir, hay sélo tres posibles
argumentos distintos para z). Si le damos valores enteros a k, tenemos:

2.0.

® Sik =0, entonces 6 = = = 0. Con |z| = 2, formamos el complejo

zo = 2(cos(0) +isen(0)) = zp =2(1+0i) =2

2.1. 2
® Sik =1, entonces 6 = TN = ?n Con |z| = 2, formamos el complejo

z1 = 2(cos(2§) +isen(2§)) =z = 2(—% —I—i?) = —1+/3i

2.2. 4
Tﬂ = ?ﬂ Con |z| = 2, formamos el complejo

2= 2(cos(4§) +isen(4§)) gy — z(—% + i(—\f)) _ 13

e Sik =2, entonces 6 =

Observacién. Cualquier otro valor de k € Z dara un resultado diferente de 6 pero un valor

repetido de z.

2.3.
Por ejemplo, conk = 3,0 = 237 _ 27t y el ntimero z queda z = 2(cos(27) + isen(2m)) = 2,
que es el mismo resultado que con k = 0.

Si tomamos k = 4 obtenemos z1. Los resultados comienzan a repetirse.

Similarmente, para k < 0 podemos ver que se repiten los mismos resultados.

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 26



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 6. NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS

Obtuvimos tres soluciones de la ecuacion
=8

Por lo tanto hay tres nimeros complejos que

2t iz elevados al cubo dan como resultado 8.
3 : Uno es z = 2 (la raiz ctbica real) y obtuvimos,
1 2 ademads, dos raices ctbicas no reales, que son

z=—1+/3i y z=—1—/3i.
Podemos corroborar:

25=8

(—1+V3i)> =38

(—1—+/3i)® =8.

Respuesta: Todos los z € C tales que z° = 8sonz =2,z = —1+3iyz = —1 — /3i.

Ejemplo 2. Hallar las raices sextas de —1.

Solucién. Las raices sextas del niimero —1 son todos los ntimeros complejos que elevados a
la sexta dan como resultado —1, es decir, todos los z € C que verifican la ecuacién:

20 = —1.

En este caso no hay soluciones reales, ya que ningtin nimero real elevado a la sexta da un
resultado negativo. De haber soluciones, serdn todas complejas. Las buscamos trabajando en
forma trigonométrica.

z = |z| (cos(8) + isen(h)) = z° = |z|° (cos(66) + isen(66))

—1 = cos(m) + isen().

Luego,

2% = —1 <= |2|° (cos(68) + isen(66)) = (cos(7r) + isen(7r))
Buscamos los valores de |z| y de 6 tales que:

2° = 1,

|2|® (cos(68) + isen(66)) = (cos(7r) + isen(rr)) <= { 60 w+2kn, keZ.

2 = Vi=1,
—
0 = 7T+62k71 ke Z.

Todas las soluciones tienen médulo 1y, por lo tanto, estan sobre la circunferencia de radio 1.
Si vamos tomando valores enteros consecutivos de k, vemos que los resultados se ditribuyen

regularmente en la circunferencia. De un dangulo al siguiente se avanza en e

0
* Sik =0, entonces ) = % = % Teniendo en cuenta que |z| = 1, se obtiene el complejo:
20 = 1.(COS(%) + isen(%)) = COS(%) +isen(%).
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2
® Sik =1, entonces 6 = mtam_ Sm y resulta z; = cos(s—n) +isen(—)
6 6 6 6
4
e Sik =2, entonces § = mAn_ om y resulta z, = cos(5—ﬂ) +isen(—)
6 6 6 6
6 7 7 . 7
e Sik = 3, entonces 0 = o _n y resulta z3 = Cos(—ﬂ) +zsen(—n)
6 6 6 6
9 9
e Sik =4, entonces 0 = nt8m _9n y resulta z4 = Cos(—n) + isen(—n)
6 6 6 6
1 11 11 11
* Sik =5, entonces 6 = 7'(—1—6 O _ 1m y resulta z5 = cos(Tn) + isen(Tn)
5| Obtuvimos 6 raices sextas del niimero —1, que
son las 6 raices de la ecuacion:
21
2 g 2£4+1=0
-2 - X 2 Todas las soluciones estdn inscriptas en la
Z3 =@ zs circunferencia de radio 1 y se distribuyen
24 regularmente. Podemos pensarlas como los
2 vértices de un poligono regular de 6 lados
(hexagono).

Raices n-ésimas
Podemos generalizar el procedimiento realizado en los ejemplos anteriores. Dado un ntmero
complejo w no nulo, buscamos todos los z € C que cumplen:
Z'=w
A las soluciones de esta ecuacion las llamamos las raices n-ésimas de w.

Planteamos la igualdad en forma trigonométrica como en los ejemplos anteriores:
z = |z| (cos(8) +isen(8)) = z" = |z|" (cos(n0) + isen(nd))
w = |w| (cos(a) 4 isen(a))

7" = w <= |z|" (cos(n@) +isen(nd)) = |w| (cos(a) + isen(a))

[l =l
nd = a+2km, kel

Pidiendo que 0 < 0 < 27 (ésta es la condicién para que 0 sea un argumento), obtenemos n
soluciones diferentes, que son:

2k 2k
“r n)+isen(“+ T

En el plano complejo, las n soluciones estan inscriptas en la circunferencia de centro en el ori-
1/n

1/7’1(

zr = |w| cos( ), 0<k<n-—1

gen y radio |w|"" y se distribuyen regularmente. Podemos pensarlas como los vértices de un
poligono regular de n lados centrado en el origen.
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Maés ecuaciones con nimeros complejos

Ejemplo 3. Hallar todos los z € C tales que z° + 2z = 0. ]

Solucién. Tenemos que resolver una ecuaciéon que involucra potencias, por lo que conviene
expresar a z en forma trigonométrica. Sin embargo, la forma trigonométrica no es la mds con-
veniente para trabajar con sumas. En este caso lo podemos evitar pasando un término del otro

lado de la ecuacion:

24272 =0 < 2° = 272

En primer lugar, observemos que z = 0 es una solucién de la ecuacién. Buscamos ahora las
soluciones z # 0 trabajando en forma trigonométrica.
Usamos el Teorema de De Moivre:

z = |z| (cos(8) + isen(8)) = 2° = |z|” (cos(36) + isen(30)),
Z = |z| (cos(—0) +isen(—0)) = Z° = |z|* (cos(—26) + i sen(—26)),
—2 = 2(cos(7) + isen(r)) = —27° = 2 |z|* (cos(—20 + 71) + isen(—26 + 77)).

Es fundamental escribir a —2 en forma trigonométrica. Recordar que los niimeros reales posi-
tivos tienen argumento 0 y los ntimeros reales negativos tienen argumento 7.

2% = —27% <= |z|” (cos(30) + isen(30)) = 2 |z|* (cos(—20 + 1) + i sen(—26 + 7))
Buscamos |z| y 0 € [0,27) tales que:

2P = 202, P2 = o,
30 = -204+m+2kn, kelZ. 30 +20 = mw+2kn, kelZ.

= ‘2’2 (’Z‘ _2) = O/
50 = m+2km, keZ.

Trabajamos primero con la ecuacién para el médulo.
Para que el producto sea 0 o bien |z|> =0 obien |z| —2 = 0. Por lo tanto,

2| =0 6 |z|=2

Como |z| =0 <= z = 0, volvemos a obtener z = 0 (ya habiamos deducido a simple vista que
es una solucién de la ecuacién).
Para los z de médulo 2 bucamos el argumento con la ecuacién para 6. Despejando:

T+ 2kt

6 = keZ
5 €
e Sik=0, 0= T — zo = 2(cos(z) +isen(z))
5 5 5
e Sik=1, 0= 3 = z; = 2(Cos(3—n) +isen(3—n))
5 5 5
. 51 .
e Sik=2, 0= . T = zp = 2(cos(m) +isen(m)) = —2
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7 7 7
e Sik=3, 0= LI 73 = 2(cos(§) +isen(§))

5
e Sik=4, 0= o = zy = 2(cos(9—n) —l—isen(g—n))
5 5 5
. 117 T .
Observar que si k = 5, entonces 0 = 5 =3 + 27; por lo tanto z5s = zp y comienzan a

repetirse las soluciones.

Una forma sistematica de hallar todos los valores de k para los cuales se obtienen las distintas

7T+ 2k7T
soluciones es determinar todos los k € Z para los cuales § = % es el argumento de un

numero complejo, es decir, verifica 6 € [0,277). Planteamos:

Ogﬂtﬂﬂ<2n

Para despejar k, en primer lugar, multiplicamos cada miembro de la desigualdad por 5 (que
como es positivo no modifica las desigualdades)

0<m+2krt <10

Observamos que 71 + 2kt = (1 + 2k)m. Entonces, dividimos cada miembro por 7 (y como
7t > 0 no se modifican los signos de las desigualdades):

0<1+4+2k<10

Finalmente, restamos 1 y dividimos por 2 en cada miembro:

1 9
_7< —_
5 k<2

De este modo, concluimos que los valores de k que nos dan los argumentos de las soluciones

. . 9 .
z # 0 de la ecuacién son todos los niimeros enteros que estdn en el intervalo [—5, 5)' es decir,
k=0,1,...,4

La ecuacién z® + 22> = 0 tiene 6 soluciones.
21 ’ Una es z = 0 y las otras 5 estan inscriptas en
i . la circunferencia de radio 2. Se distribuyen re-
s #0 27T
11 A gularmente cada 5 = 72°. Para graficarlas
zf - =0 dividimos 7t en quintos y ubicamos la primera
o : o e solucién que encontramos que es zyp, que tiene
A | 1 2 T
: argumento —. Luego avanzamos de a 7.
-1 5 . .
. . Observar que obtuvimos dos soluciones reales
L que son 0y —2 y las otras cuatro son complejas
®:9 | ..
no reales.
23

Respuesta: Las soluciones de la ecuacién z® + 22> = 0 son z = 0 y los nimeros complejos

TA2T L isen(ZE2K) conk = 0,1,2,3,4.

zx = 2(cos( z ) +isen( 5
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Ejemplo 4. Hallar todos los z € C tales que:

2 =9ilz]> y Re(z)<0.

Solucién. Trabajamos primero con la ecuacién que, como tiene exponentes altos, la escribi-
mos en forma trigonométrica. Observemos que, si bien z = 0 es solucién de la ecuacién, no
satisface la condicién Re(z) < 0. Buscamos entonces z # 0, z = |z| (cos(0) + isen(6)). En-
tonces,

7% = |z[* (cos(46) + i sen(46)).

2 . ey . 2 . . . . ) 2
Como |z|” es un namero real positivo, 9 |z|” es imaginario puro.Tiene entonces médulo 9 |z|” y

argumento g:
9i|z|* = 9 |z|? (cos(g) + isen(%)).
Buscamos entonces |z| y 6 tales que:
1z* (cos(40) + isen(48)) = 9 |z ]2 (cos(g) + isen(g)).

Esto equivale a que:

4 2
‘Z|4 _ 9|Z|2, |Z| —9|Z‘ :O,
T A T 4 okr
19 = 2 +2kn, kez =2 ey

Para el mdédulo tenemos:

z* =9z =0 <= |z]* (|z2]* = 9) =0 <= |2| =0 6 |z]*=9
Descartamos |z| = 0 porque estamos buscando z # 0. Tenemos entonces que |z|*
tanto, |z| = 3.
Trabajamos ahora con el argumento:

=9y, porlo

42k

o 5 T2 ”_E+2kn_ T+ 4kt
- 4 8 4 8 7

Para que z cumpla la condicién Re(z) < 0 debe estar en el segundo o en el tercer cuadrante.

Busquemos los valores de k € Z para que se verifique:

Re(z) < 0 <— 7T<9<37T<:> T < 7T+4kﬂ<3ﬂ
2 2 2 8 2
Despejamos las dos inecuaciones en simultdneo, pasamos el 8 multiplicando (que como es
positivo no modifica las inecuaciones) y luego pasamos 7t restando en ambas inecuaciones:

8-;<7T—|—4k7'[<8~377r<:>47'[<7T—|—4k7'[<127‘[<:>471'—7'[<4k7'[<1271’—7'[

<:>3n<4kn<11n<:>3—n<k<11—n<:>§<k<2.
47>0 471 47 4 4

3 11
Los valores enteros de k que se encuentran entre 1Y 7 son k =1y k=2, porlo tanto:
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e Conk=1,

5 5
9:§:>21:3(cos(8

9 9
e Conk=2, 0= % = 2z = 3(cos(§) + isen(

57

)—Hsen(?)).

97T
=)

5
Respuesta: Las soluciones son z; = 3(cos( 5

)+ isen(%-[)) y 2y = 3(cos(9§n) + isen(%-[)).

Observacion.

Se puede verificar calculando

5
Re(z1) = C%cos(%r
9
Re(zp) = 3cos(§) ~ 2,7 < 0.

)~ —-1,1<0 vy

Otra opcién es calcular las cuatro soluciones
no nulas de la ecuacién y representarlas en un
grafico para observar cudles “caen” en el se-
gundo o tercer cuadrante. En ese caso, zg y
z3 se descartan por estar en el primer y cuarto
cuadrante respectivamente y tener parte real
positiva.

Ejemplo 5. Hallar los vértices de un hexagono regular de centro 1 + 2i, inscripto en
una circunferencia de radio 1y tal que uno de sus vértices es 2i.

Solucion.

Hagamos un gréfico para comprender mejor lo que buscamos.

Uno de los 6 vértices ya lo tenemos, es 2i.

Con el grafico tal vez podemos ver el vértice
opuesto, que es el 2 + 2i, pero no es sencillo
identificar los otros cuatro vértices.

Sabemos que las raices sextas de un niimero
complejo se distribuyen como vértices de un
hexdgono, pero centrado en el origen.
Busquemos primero los vértices del hexdgono
centrado en el origen y luego traslademos
rigidamente sumando 1 + 2i a todos los
vértices.
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¢Los vértices rojos son las raices sextas de qué
nimero?

Pensemos que son las soluciones de z° = w.
Tomamos entonces uno de los vértices, por
ejemplo z = 1, y lo reemplazamos en la
ecuacién: 1° = 1. Por lo tanto, son las 6 raices
sextas del nimero 1 (también decimos raices
sextas de la unidad). Observar que —1 es una
de las raices sextas de 1.

Buscamos primero los z € C tales que z° = 1.
Observamos que z = 0 no es solucién. Resolvemos en forma trigonométrica, buscando |z| y 6:

z = |z| (cos(6) +isen(f)) y 1= 1(cos(0)+isen(0))
Entonces:

28 =1 <= |z|° (cos(68) + isen(60)) = cos(0) + isen(0).

Z* = 1, z| = 12'k
Q{ 60 — 2%km, keZ =~ ) 6 = T”, 0<k<6-1.

Asi, las soluciones de la ecuacién son:

2k 2k
Z = cos(?n) +isen(Tn), 0<k<5.

Para conseguir los vértices azules debemos sumarles 1 + 2i. Expresamos entonces los 6 vértices
zx en forma binémica y luego les sumamos 1 + 2i para trasladarlos.

zo0=1=wo=1+1+42i =2+ 2i.

21:;+\fi:>w1 :;+\fi+1+2i:g+(?+2)i.
zz_—;+\fi:>w2=—;+\fi+1+2i:;+(\f+2)i.
z3=—-1=w3=—1+1+2i =2i.
Z4——;—\fi:W4:—;—\fi+1+2i:;+(—23+2)z
z5:;\fi:>w5:;—\fi+l+2i:§+(—\f+2)1

Respuesta: Los vértices del hexdgono son {wy, wi, wa, w3, w4, Ws}.
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6.4 Polinomios: definiciones basicas

La resolucién de ecuaciones es uno de los problemas con més historia dentro de la matematica.
El interés por resolver estos problemas dio origen al estudio de los polinomios. En esta seccién
estudiaremos propiedades que nos permitirdn, entre otras cosas, encontrar soluciones de ecua-
ciones polinomiales.

Una expresion que estd formada por una combinacién de sumas, productos y restas entre una
indeterminada x y diferentes nimeros se llama un polinomio. En general:

Polinomios
Un polinomio con coeficientes en K = Q, R 6 C es una expresién de la forma:
n .
P(x) =ap+mx+ -+ ap_1x" '+ a,x" =Y a;x
j=0
conn € Nya; € K. Los 4; son los coeficientes de P.

Notamos K[x] = {P / P esun polinomio con coeficientes en K}.
Es decir, K[x] es el conjunto formado por todos los polinomios con coeficientes en K.

Por ejemplo, las siguientes expresiones son polinomios:
e P(x)=2x—1,P € Q[x]
e Q(x) =23+ (2+1i)x*+1,Q € C[x]
e R(x) =x2++2x—1,R € R[]

Operaciones en K[x]

Ejemplo 1. Sean P(x) = 2x*> —3x + 1, Q(x) = x° — 1y R(x) = —x3 + 2x — 5. Calcular:

a) P.Q b) P+ R c) P2 —xQ

Solucién. Para hacer estos cdlculos vamos a utilizar las propiedades de las operaciones que
conocemos (distributiva, conmutativa y asociativa). También vamos a agrupar los términos
con el mismo exponente. Es decir, vamos a trabajar con la indeterminada x como si fuera un
namero.

a)

P.Q)(x) = (2x* =3x+1).(x° —1) = 2x%x° = 3xx° +x° —2x*> +3x — 1
(
=2x" —3x% +x° —2x* +3x — 1

Respuesta: (P.Q)(x) = 2x” —3x% +x°> —2x2 +3x — 1
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b)

(P4+R)(x) = (2x* =3x+ 1)+ (—x° +2x —5) = —x° + 2x* + (-3 +2)x + (1 —5)
= 4+2x* —x—4

Respuesta: (P + R)(x) = —x3 +2x% —x — 4

¢) En este caso, calculemos primero P2:
P*(x) = (2x* —3x +1)%> = (2x* = 3x +1).(2x* — 3x + 1) = 4x* — 1223 + 132 — 6x + 1

Calculemos ahora xQ:
(xQ)(x) = x(x*> —1) = x° — x

Por lo tanto,

(P —xQ)(x) = 4x* —12x3 +13x* —6x +1 — (x® —x) = —x0 4+ 4a* — 122> +13x*> —5x + 1

Respuesta: (P? — xQ)(x) = —x°® + 4x* — 1223 + 13x% — 5x + 1

Como vimos, las operaciones entre polinomios se realizan utilizando las propiedades y reglas
que conocemos de las operaciones entre ntimeros.
En cuanto a la igualdad de polinomios, tenemos la siguiente definicién:

Igualdad de polinomios
Dos polinomios P(x) = i aix) y Q(x) = i bjx) en K[x] son iguales si y s6lo si
=0 j=0

a]-:b]- VOS]STZ

Ejemplo 2. Sean P(x) = a’x*> — (3 —a)x — 1y Q(x) = (3x — 1)(3x + 1). Determinar
todos los 2 € R tales que P = Q.

Solucién. Observemos primero que el polinomio Q se puede escribir como Q(x) = 9x> — 1 (es
decir, como una diferencia de cuadrados). Esto se puede comprobar desarrollando el producto
(3x —1)(3x + 1). Luego, para que P = Q, todos los coeficientes tiene que ser iguales, es decir:

[ ] —1 pry —1
*3—-a=0
e 22=9
La primera condicién se verifica para todo a € R; la segunda, tinicamente paraa = 3, y la

tercera, paraa = 3 o a = —3. Por lo tanto, el tinico valor de a para el cual los polinomios son
iguales es a = 3.

Respuesta: a = 3
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Grado y coeficiente principal

Si P € K[x] no es el polinomio nulo, es decir si P # 0, entonces existe n € N tal que el
polinomio se puede escribir de la forma:

P(x) =ap+amx+ -+ a,_1x" " +a,x" con a, # 0.

En ese caso, n es el grado de P y se nota gr(P) = n. Ademads, a, se llama el coeficiente
principal de P. Por definicién, el polinomio nulo no tiene grado.
Cuando el coeficiente principal es igual a 1, se dice que el polinomio es mdnico.

Ejemplo 3. Sean P(x) = 2x? —3x+1, Q(x) = x> — 1y R(x) = —2x? + x. Determinar
los grados de los polinomios P, Q, P+ Q, P+ Ry P.Q.

Solucidn.

P)

gr(P)
gr(Q) =

gr(P+ Q) = gr(x®+2x2—3x) =5
gr(

gr(

P+R)=gr(—2x+1) =

P.Q)=gr(2x” —=3x6 + x> —2x>+3x—1) =7

Observemos que si P, Q € K[x] son polinomios no nulos, entonces

* si P+ Q # 0, entonces gr(P + Q) < max {gr(P),gr(Q)}.
Maés atn, si gr(P) # gr(Q), entonces gr(P + Q) = max {gr(P),gr(Q)}.

* gr(P.Q) = gr(P) +gr(Q).

Ejemplo 4. Sea Q un polinomio de grado 4. Sabiendo que el polinomio (x°Q + 1)x*P
tiene grado 12, determinar el grado del polinomio P.

Solucién. Observemos primero que

gr(x’Q+1) =9

En efecto,

gr(x°Q) = gr(x®) +gr(Q) =5+4=9
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y
gr(x*’Q+1) = max {gr(x°Q), gr(1)} = max {9,0} =9.

Por otra parte, tenemos que
gr(x*P) = gr(x?) + gr(P) = 2+ gr(P)
de lo que se deduce que
12 = gr((*®’Q +1)x*P) = gr(x’Q + 1) + gr(x*P) = 9 + 2+ gr(P).

Por lo tanto, despejando, gr(P) = 1.

Respuesta: gr(P) =1

Especializacion y raices

Dado un polinomio podemos reemplazar la indeterminada x por un ntimero y efectuar las
operaciones. Este procedimiento se llama especializar el polinomio.

Especializacion de un polinomio

Sean P(x) = ap +a1x + - - - + a,x" € K[x] y z € K. Llamamos especializacién de P en z
al ntimero
P(z) =ap+a1z+ - +a,z" € K.

Ejemplo5. Sean P(x) = 2x+1,0(x) = 223+ (2 +i)2 +1, R(x) = 1y §(x) = %x2+2‘
Calcular P(1), Q(i), R(—1) y 5(0).

Solucién.
e P(1)=2-1+1=3
e Qi) =2+ (2+1)i?+1=-2i—(2+i)+1=-1-3i
e R(-1) =1
e 5(0)==-02+2=2

Raices de un polinomio

Dado un polinomio P € K|x] y un nimero z € K, decimos que z es una raiz de P si
P(z) =0.
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Ejemplo 6. Hallar las raices de los siguientes polinomios:
a) P(x) =4x -8 d) S(x) =2x2+ (=1+i)x+i
b) Q(x) = 2ix—8 e) T(x)=x"—1
c) R(x) =x*>—2x+1

Solucién. Calcular las raices de un polinomio P es resolver la ecuacién P(x) = 0. Es decir, en-
contrar todos los niimeros z tales que, al especializar P en z, el resultado da 0. ;A qué conjunto
de nimeros tiene que pertenecer z? Cuando no se indique lo contrario, vamos a buscar las
raices en C. Es decir, cuando el problema pida encontrar las raices de un polinomio P, vamos a
buscar todos los z € C que verifican P(z) = 0.

a) Para encontrar las raices de P, despejamos: 4x — 8 = 0 <= 4x = 8 <= x = 2.

‘ Respuesta: La tinica raiz de P es z = 2. ‘

b) Para encontrar las raices de Q, también despejamos:

2Dix — 8 =0<=2ix =8 <= ix =4 <= Px =4i < —x = 4i < x = —4i.

‘ Respuesta: La tnica raiz de Q es z = —4i. ‘

c) Tenemos que resolver la ecuacién cuadratica x> —2x + 1 = 0. Para eso, utilizamos la
formula resolvente o podemos ver que x> —2x +1 = (x — 1)?, que se anula si y sélo si
x =1

‘ Respuesta: La tinica raiz de Res z = 1.

d) Para hallar las raices de S, también tenemos que resolver una ecuacién cuadratica, pero a
diferencia de la anterior, el polinomio S tiene coeficientes complejos. Aplicamos la férmula
resolvente (versiéon compleja):

—-b+w

az> +bz+c=0 con a,bceC <+ z = o

donde w es un nimero complejo tal que w? = b* — 4ac.
En este caso,a =2,b = —1+1iyc = i. Al aplicar la férmula obtenemos:
,— 1—-i+w
B 4
donde w es un ntimero complejo tal que w? = (—1+1i)> —4-2-i = —10i.
Siw = a+ bi, la igualdad de las partes reales y de las partes imaginarias da lugar al

sistema:
- =0
2ab = —-10

(A este sistema podriamos agregarle, como ya vimos, la ecuacion a? + b? = 10 que resulta
de imponer la condicién |w|* = | — 10i|.) De la segunda ecuacién, deducimos que a y b
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6.5

tienen signos opuestos. Como b = 0 no es solucién de la segunda ecuacién, podemos

. . 5 . .
despejar de esa ecuaciéon a = — R4 sustituyendo en la primera,

1272_192:0@25—#‘:0@}):1\@

Reemplazando en la expresién de a:

a=F5.

Entonces, los dos ntimeros complejos w tales que w?> = —10i son w; = /5 —/5i y

1—i+4++/5—/5i 1—i—+/5+/5i
4 Yy 22 = 4 .

wy, = —/5 + +/5i. Por lo tanto, z; =

1+v5 1+V5. 5 1=V 1-V5,

Respuesta: Las raices de S son z; = 1 1 y 2z 1 4

Ahora tenemos que resolver la ecuacién x> — 1 = 0. Es decir, tenemos que encontrar
los z € C tales que z> = 1. Por lo tanto, las raices de T son las raices quintas de la
unidad. Recordemos que una forma de resolver este problema es escribir a z en forma
trigonométrica z = |z| (cos(0) +isen(f)), con 6§ = arg(z), y utilizar el teorema de De
Moivre. Entonces, buscamos los z € C tales que

1z]° (cos(50) 4 isen(56)) = 1

iz = 1 z[ =1
— 2km

Es decir:

50 = 2km, k € Z. 0 = ?,kEZ.

Como buscamos que 0 < 6§ < 27, obtenemos k = 0, 1,2, 3,4 y, con estos valores, las cinco

2k 2k
raices de T: zx = cos(Tn) + isen(—n).

5
Respuesta:
2 . 2 4 . 4
Las raices de Tson zg = 1, z; = cos(?n) + zsen(?n), zy = COS(?H) + lsen(?n),
6 ) 6 8 ) 8
73 = Cos(?n) 4 lsen(?n) yz4 = cos(g) +zsen(§).

Calculo de raices de polinomios

En lo que sigue, vamos a ver algunas herramientas que nos serviran para hallar raices de poli-
nomios.
Un resultado til en el caso de polinomios con coeficientes en R es el siguiente:
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Propiedad
n .
Si P(x) = ¥ ajx) € Rlx]yz € Cesunaraiz de P, entonces Z es raiz de P.
=

Esto se da porque si
Az +a,_ 12" '+ az4ayg=0

entonces

anz" +a, 12" 1+ +a1z+ag = 0.

Usando que, para w; y wp en C, vale que wiw, = Wy - Wy y wy + wa = Wy + Wy, resulta que
a,Z" +ay, 12" 4 aZ4ay =0,

Observemos que la tltima igualdad es valida porque los coeficientes del polinomio son ntimeros
reales, es decir, 2; = a; parai = 0,...,n. Este razonamiento no se hubiera podido aplicar si
P ¢ R[x].

Algoritmo de division

Al igual que definimos la suma y el producto entre polinomios inspirados en la aritmética,
vamos a extender la nocién de divisibilidad de ntimeros a la divisibilidad de polinomios.
Sabemos, por ejemplo, que el polinomio P(x) = x> — 9 se puede escribir como producto de
dos polinomios: P(x) = x> —9 = (x — 3)(x + 3). Esto da lugar a decir que el polinomio P es
divisible por x — 3 y por x + 3.
Se puede probar que si P y Q son dos polinomios en K[x], Q # 0, existen tinicos polinomios
C,R € K[x] tales que

P(x) = Q(x)C(x) + R(x)

con R =00gr(R) < gr(Q). En este caso, C y R se llaman, respectivamente, el cociente y el resto
de la divisién de P por Q.
Divisibilidad

Si Py Q son polinomios en K[x], Q # 0, se dice que Q divide a P (o que P es divisible por
Q) si el resto de la division de P por Q es el polinomio nulo. En este caso notamos Q | P.

Ejemplo 1. Sean P(x) = x> —2x+1,Q(x) = x—1y S(x) = x* —x® + 2x> + x + 1.
Decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) QP b) Q|S o) P|S
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Soluciéon. Calculemos los cocientes y los restos en cada caso. En esta ocasion, utilizaremos un
algoritmo similar al que se puede utilizar en la divisién de ntimeros enteros.

a) x*—2x+1|x—1
—x2 4+x x—1

—x+1
x—1
0

Entonces, C(x) = x —1y R(x) =0.

‘ Respuesta: La afirmacion es verdadera. ‘

b) x*—x4+2x% +x+1[x—1
— x4 o8 x3+2x +3
232 +x
—2x? 4+ 2x
3x+1
—3x+3
4
Entonces, C(x) = x> +2x + 3y R(x) = 4.

‘ Respuesta: La afirmacion es falsa. ‘

o  x* —x¥+2x% fax+1]x2-2x+1

—xt 28 — a2 x>+ x+3
¥ +x% +x
—x3+2x2 —x

3x2 +1
—3x2+6x—3
6x —2

Entonces, C(x) = x>+ x +3y R(x) = 6x — 2.

Respuesta: La afirmacion es falsa. ‘

Una consecuencia importante del algoritmo de division es la siguiente: si P € K[x] y z € K,
entonces

P(x) = (x—z)C(x) +R

donde R = 06 gr(R) < 1, es decir R € K (es constante).
Especializando el polinomio en z,

P(z) = (z—2)C(z) + R=R.

Es decir, R = P(z).
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Teorema del resto

Si P € K[x] y z € K, entonces
P(x) = (x —z)C(x) 4+ P(z),

es decir, el resto de la division de P(x) por x — z es P(z).

En particular, de este teorema se deduce que:

Si P € K[x] y z € K, entonces

z esraizde P <= (x—z) | P.

Ejemplo 2. Sea P(x) = x* — 4x% + 5x2 — 4x + 4. Sabiendo que i es una raiz de P,
determinar todas las raices de P en C.

Solucién. Como i es raizde Py P € R[x],i = —i también es raiz de P. Entonces, x —iy
x + i son polinomios que dividen a P. Luego, (x —i)(x + i) = x* + 1 divide a P. Realizando la
division,

P(x) =x* —4x® +5x% —dx +4= (x> +1)(x® —dx+4) = (x —i)(x +i)(x® —4x +4)
Tenemos entonces que
P(x) =0 <= x=i 6 x=—i 6 x*—4x+4=0.

Finalmente buscamos las raices de x> — 4x + 4. Este polinomio tiene una tnica raiz x = 2; de
hecho, x> —4x +4 = (x — 2)2.

Respuesta: Todas las raices de P son i, —iy 2. ‘

Sabemos que no todo polinomio en R[x| tiene una raiz en R; por ejemplo, conocemos poli-
nomios de grado 2, como ser x> + 1, sin raices reales. Sin embargo, también vimos que para
estos polinomios de grado 2 siempre podemos hallar raices en C. Estas observaciones nos ha-
cen plantearnos la siguiente pregunta: ;jexisten polinomios no constantes que no tengan raices
en C?

Esta pregunta inquiet6 a muchos matematicos a lo largo de la historia. A principios del siglo
XIX, se publicaron las primeras demostraciones correctas del siguiente resultado:

Teorema Fundamental del Algebra (T.E.A.)

Sea P € C[x] tal que gr(P) > 1. Entonces existe z € C tal que z es raiz de P.
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Del teorema también se puede deducir que si gr(P) = n, con n > 1, el polinomio P tiene (a lo
sumo) n raices en C y se puede escribir como un producto de n polinomomios de grado 1.

En efecto, si z; € C es una raiz de P (el T.F.A asegura su existencia), podemos escribir P(x) =
(x —2z1)Qi(x), donde gr(Q1) = n—1. Sigr(Q;) # 0, entonces Q; también tiene una raiz
zp € C. Esdecir, Q1(x) = (x —22)Q2(x) y, entonces, P(x) = (x — z1)(x — 2z2)Q2(x), donde
gr(Qz) = n —2. Si seguimos haciendo lo mismo hasta que el cociente sea un polinomio de
grado cero, llegamos a escribir a P como

P(x)=a(x—z1)(x —z2)...(x — zy),

donde a es el coeficiente principal de P. Observamos que en esta expresion puede haber fac-
tores repetidos, es decir, raices repetidas (como ocurre para el polinomio del Ejemplo 2). Vol-
veremos sobre esto mds adelante, al introducir la nocién de multiplicidad.

Saber que un polinomio tiene al menos una raiz no es suficiente para encontrarla. Hasta ahora
vimos que si el polinomio P € K]x] es de grado 1, podemos, despejando, encontrar la tnica
raiz:

si P(x) = ajx +ap, entonces z = —?

1

También vimos que si P € Klx] es de grado 2, podemos encontrar las raices aplicando la
féormula resolvente. Pero, ;qué pasa si gr(P) > 2? ;Podemos hallar raices de P?
Lamentablemente, en el siglo XIX los matematicos Abel y Galois probaron que no hay férmulas
generales para hallar las raices en C de cualquier polinomio (salvo en situaciones particulares,
como ser polinomios de grado bajo). Trabajaremos con métodos que nos permitirdn resolver el
problema en algunos casos.

Raices racionales de un polinomio en Z|x]

El siguiente resultado nos brinda una herramienta para saber si un polinomio con coeficientes
enteros tiene raices racionales y, en caso afirmativo, hallarlas:

Lema de Gauss

n .

Sea P(x) = Y ajx/ € Z[x|, tal que a, # 0y ap # 0. Si Z € Qesunaraizde P, conp € Z
j=0

y g € N sin factores primos en comtn, entonces p divide a ag y g divide a a,,.

Observemos que el Lema de Gauss no nos dice cudles son las raices racionales de P, pero nos
propone una lista finita con las candidatas. Es decir, nos permite afirmar que los ntimeros
racionales que quedan afuera de la lista no son raices de P. De este modo, si queremos hallar
todas las raices racionales de P, basta hacer la lista de todos los ntimeros candidatos y espe-
cializar P en cada uno de ellos para ver si es raiz o no.

Apliquemos el Lema de Gauss en algunos ejemplos.
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Ejemplo 3. En cada uno de los siguientes casos, hallar todas las raices racionales de P.

a) P(x) =223+ x> +x—1

b) P(x):x3—2x—g

Solucioén.

a)

b)

El polinomio P(x) = 2x3 + x2 + x — 1 tiene coeficientes enteros. El Lema de Gauss nos

dice que si P e Q esunaraizde P, con p € Zy q € N sin factores primos en comtn

(es decir, una fraccién irreducible donde el numerador tiene el signo), entonces p | —1
(coeficiente constante de P) y g | 2 (coeficiente principal de P). Es decir, el numerador
esp=16p = —1yel denominador es g = 16 g = 2. Entonces, las posibles raices
racionales de P son:
1, -1, 5, -2
4 4 2/ 2‘
Al especializar P en cada una de ellas obtenemos:
« P(1)=3#0 .p(%):()
1 3
o P(—1)=-3#£0 * P(=35)=—5#0

. : . 1
con lo cual podemos afirmar que la tnica raiz racional de P es >

. . 1
Respuesta: La tinica raiz racional de P es z = 5

Para poder utilizar el Lema de Gauss, el polinomio debe tener los coeficientes en Z. No

es el caso de P ya que ap = ~3 Sin embargo, las raices de P son las mismas que las del

polinomio
Q(x) =8.P(x) = 8x> —16x — 7.

Ahora si estamos en condiciones de aplicar el lema:
Si £ es una raiz de Qcon p € Zy q € N sin factores primos en comun, entonces p | —7

q
yq |8 Esdecir,p=+lop=+7yg=10g=20q =404q = 8. Luego, las posibles
raices racionales de Q son:

o +1 . 11 . £7 . L/
4

1 1 7 7

. +5 . +g . +3 . +g

Especializando en cada uno de los 16 ntiimeros, comprobamos que la tinica raiz racional
de Qy, por lo tanto también de P, es
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. . 1
Respuesta: La tinica raiz racional de P es z = —5

7
Ejemplo 4. Calcular todas las raices de P(x) = x®> — 2x — 3y escribirlo como producto
de polinomios de grado 1.

1
Solucién. Por lo realizado anteriormente, sabemos que z = —5 es una de las raices (la tnica
1 1
racional). Sabemos que, entonces, (x — <_§)) = (x+ E) | P. De este modo, para encontrar las

otras raices, vamos primero a hallar el polinomio C € R|x] tal que

P(x) = (x+ %)C(x)

Dividiendo, llegamos a escribir al polinomio P como:

1.,, 1 7
P(x) = (x+§)(x —EX—Z)
o ) , 1 7
Para finalizar, busquemos las raices de x~ — Ex 1

Utilizando la f6rmula resolvente,

1 1 1 29
_2Eyat? a2 EVE 1, V29

y, entonces,

P -t = (- ) - )
1 1++v2 1—+2
Por lo tanto, las raices de P son z1 = —5 Zy = +T9 y 23 = Tg y P se escribe como

producto de polinomios de grado 1 como:

1., 14+v29 1—-+/29

P(x) = a(x = 21) (x = 2)(x — 23) = (¥ ) (x = — ) (x = —15)

(observar que el coeficiente principal de P es a = 1).

1 14+ v29 1—-+v29
Respuesta: Las raices de P son z; = 5 Zy = +T y 23 = —1

Px) = (x4 1) (= LY (- LV,

y se escribe como
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6.6 Multiplicidad de raices

Una caracteristica de las raices de un polinomio es su multiplicidad.

Miremos el polinomio P(x) = x* — 4x% + 5x — 4x + 4 con el que trabajamos en el Ejemplo 2 de
la seccién anterior. Vimos que las raices de P en C son i, —i y 2; més atn, a partir de lo hecho
en el ejemplo, podemos escribir a P como producto de polinomios de grado 1 en C[x]:

P(x) = (x —i)(x +1)(x — 2)%

En este caso aparece un tnico factor x — i, correspondiente a la raiz z = i, y un tnico factor
x + i, correspondiente a z = —i. Asociado a la raiz z = 2 aparece el factor x — 2 dos veces, o
sea, (x — 2)2.

Diremos entonces que z = 2 es una raiz doble de P, o que la multiplicidad de z = 2 como raiz
de Pes2,yquez =1iyz = —ison raices simples de P, o que la multiplicidad de z = i o de
z = —i como raiz de P es 1. En general,

Multiplicidad - Raices simples y multiples

Dados P € K[x] y z € K raiz de P, decimos que la multiplicidad de z como raiz de P es
k € Nsi

P(x) = (x —2)*Q(x) con Q € K[x] y Q(z) # 0.

Si la multiplicidad de una raiz z de P es 1, decimos que z es raiz simple de P, mientras
que si la multiplicidad es mayor que 1, decimos que z es raiz miiltiple de P.

Ejemplo 1. Determinar la multiplicidad de z = 3 como raiz del polinomio P(x) =
(x2 —9)3(x +3)(x — 3)2.

Solucién. Factorizamos x> —9 = (x — 3)(x + 3). Luego, el polinomio P se puede escribir
como:

P(x) = [(x = 3)(x +3)]*(x + 3)(x — 3)?
Distribuyendo la potencia,
P(x) = (x =3)°(x +3)*(x +3)(x - 3)?

y, agrupando,
P(x) = (x —3)%(x +3)*

El factor x — 3 correspondiente a la raiz z = 3 aparece elevado al exponente 5, y el polinomio
(x +3)* no se anula en z = 3. Por lo tanto,

‘ Respuesta: la multiplicidad de z = 3 como raiz de P es 5. ‘

Veamos ahora el siguiente ejemplo, en el que vamos a construir un polinomio que cumpla una
serie de condiciones dadas.
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Ejemplo 2. Hallar P € C[x] de grado minimo que tenga a 2 como raiz, a 3i como raiz
multiple y que verifique P(0) = 36.

Solucién. Para empezar, listemos las caracteristicas que debe tener el polinomio P:

¢ Los coeficientes de P son niimeros complejos.

(x —2) | P (porque 2 es raiz).

(x — 3i)* | P para algtin k > 1 (porque 3i es raiz mltiple).
P(0) = 36.

Si Q es otro polinomio que verifica las condiciones anteriores, entonces gr(Q) > gr(P).

Mirando las tres primeras caracteristicas, proponemos:
P(x) = A(x —2)(x —3i)f con A€ C

y, para que se cumpla la dltima (es decir, que el polinomio tenga el menor grado posible),
proponemos k = 2. Como ademds debe valer P(0) = 36,

A(0—2)(0—3i)> =36 <= A(—2)(-3i)> =36 <= 184 =36 +—= A =2

Respuesta: P(x) = 2(x —2)(x — 3i)? = 2x> — (4 + 12i)x> — (18 — 24i)x + 36.

(Como cambiaria la resolucion anterior si buscdramos un polinomio con coeficientes en R?

Ejemplo 3. Hallar P € R[x] de grado minimo que tenga a 2 como raiz, a 3i como raiz
multiple y que verifique P(0) = 36.

Soluciéon. En primer lugar, observemos que el polinomio de la respuesta anterior no nos sirve,
porque no tiene todos los coeficientes en R. Para encontrar un polinomio que cumpla lo pedido,
debemos tener en cuenta que si z € C es raiz de P, Z también lo es. Entonces, el polinomio P
debe cumplir:

e [os coeficientes de P son numeros reales.

(x —2) | P (porque 2 es raiz).

(x — 3i)k | P para algtin k > 1 (porque 3i es raiz multiple).
(x +3i) | P (porque 3i = —3i es raiz de P).
P(0) = 36.

Si Q es otro polinomio que verifica las condiciones anteriores, entonces gr(Q) > gr(P).

Si propusiéramos como respuesta el polinomio P(x) = A(x — 2)(x — 3i)?(x + 3i), sus coefi-

2, .
cientes no serian todos reales: como P(0) = 36, el nimero A deberia ser igual a —gl. Es decir,

2
el coeficiente principal de P seria _§i ¢ R.

Area de Matematica - Ciclo Basico Comun - Universidad de Buenos Aires 47



Algebra 27 (Ciencias Exactas) CAPITULO 6. NUMEROS COMPLEJOS Y POLINOMIOS

Entonces, debemos “agregarle” otra raiz. Tomando —3i, el producto (x — 37)(x + 3i) queda
igual a x2 + 9, que tiene coeficientes en R. Proponemos entonces

P(x) = A(x —2)(x — 3i)?(x + 3i)>.
Como P(0) = 36, deducimos que A = —%. Por lo tanto,
2 - -
P(x) = —§(x —2)(x —3i)"(x + 3i)

2 2 4
— _§(x —2)(x249)2 = _§x5 + §x4 — 4x% 4+ 8x% — 18x + 36

2 4
Respuesta: P(x) = —§x5 + §x4 — 4x3 + 8x2 — 18x + 36.

Lo que vimos en el ejemplo anterior vale en general: si P € R[x] y z € C, entonces z es una raiz
de P de multiplicidad k si y s6lo si Z es una raiz de P de multiplicidad k.

Una propiedad muy ttil para determinar la multiplicidad de una raiz de un polinomio P ¢
K[x] es la siguiente:

noo
Sean P(x) = Y- a;x/ € K[x] y z € K una raiz de P. Entonces,
=0

z tiene multiplicidad k <= P(z) =0, dP(z) =0, 3*P(z) =0,...,0"1P(z) =
y 9P (z) # 0.
donde dP € K][x| es el polinomio derivado de P, definido por dP(x) = i jaixl,
j=1
0’P = 9(aP), 3*P = 9(3*P),...,0*P = 9(3a*'P).

Ejemplo 4. Determinar la multiplicidad de z = 1 como raiz de

3 5 13 9
5_°2.4_°23 2_ 7
P(x) =x F X =5 + 5 X 2x+1

Solucién. Calculemos:
3 5 13 9

® P(l):1_§_§+3_§+1:0
. BP(x):5x4—6x3—§x2+13x—g y 8P(1):5—6—§+13—§:O

* 9?P(x) =20x>—18x* —15x+13 y 9*P(1)=20-18—-15+13 =0
* 3°P(x) =60x* —36x —15 y 93P(1) =60 —36—15#0

‘ Respuesta: z = 1 es una raiz de P de multiplicidad 3 ‘
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