Préctica 1

PRACTICA 1

VECTORES EN R* y EN R’

DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Una flecha, que sirve para representar cantidades fisicas (fuerzas, velocidades), es un
vector.

Para dar un vector necesitamos un origen (A) y un extremo (B) \V’
que lo determinan totalmente, proporcionando su direccion,

longitud y sentido.

Vectores equivalentes son los que tienen igual direccion, longitud y sentido.

\ \ Los vectores de la
izquierda son todos

\ equivalentes a v.

Los vectores se pueden sumar.

Lasuma (v +w), de v y wes equivalente v

a una de las diagonales del paralelogramo V+ W
de ladosv y w.

También se puede multiplicar un‘vector por un nimero (escalar).
//ZV / /1/2V
-2V

El resultado es un vector de igual direccion que el dado, el nimero afecta la longitud y el

sentido del vector.

En el plano R? los puntos estan dados por pares de nlimeros reales (sus coordenadas); para

dar un vector bastara dar dos pares de nimeros reales que caractericen su origen y su

extremo.



v =AB esta dadopor A=(12) y B=(5,3)
w =OC esta dado por O =(0,0) y C=(2,1)
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Algo analogo se puede decir en el espacio de tres dimensiones R%; ahora, cada punto, en
particular el origen y el extremo de un vector, estara dado/por unaterna de numeros reales.

v=AB esta dado por ZA
A=(243) y B

B = (4,10,6) /
A

OC esta dado por 0
0=(0,0,0)y
C=(2,0,0) A&

En adelante trabajaremos con vectores cuyo origen O tiene todas sus coordenadas iguales a

cero (O = (0,0).enR? O = (0,0,0) en R?) identificando entonces el punto A con la flecha
OA.
Dados Ay BenR? A= (ay,a;) Yy B = (by,by), definimos

la suma A+B=(ar+by,a+hy) y

el producto por un escalarc e R ¢ A = (cay, cay).

Analogamente, en R?, si A = (a1, a,, as) y B = (b1, by, bs)



Préctica 1

la suma A + B = (ay+by, ax+by, az+bs) y

el producto por un escalarc e R ¢ A = (cay, cay, cas).

Propiedades:

HNA+(B+C)=(A+B)+C

2)A+B=B+A

3)SiceR, c(A+tB)=cA+cB

4)SicieR yceR, (ci1+c)A=ctA+c, Ay (cic2)A=ci(C2A)
50+A=A

6) LA=A

NA+(-1)A=0 Notaciéon —A = (-1) A

8)0A=0

En este contexto,

a) ABes equivalente a CDsiy s6losi D—C =B-A; en particular,

AB es equivalente a OP siy sélosi P = B —A.

b) ABy CDson paralelos o tienen igual direccién si existe k en R, k = 0 tal que

B-A=k(D-0C).
Si k>0, AB y CD tienen igual sentido; si k<0, AB y CD tienen sentidos opuestos.

LONGITUD DE UN VECTOR
A

\)

‘ >

Vi

En R? siv = (vy, V2), lanorma o longitud de v, que notaremos || v ||, es | v | = y/ v/ +v3
Analogamente, en R®, si v = (vy, V2, v3) la norma o longitud de v es | v ||=/ V2 +V; + V3

Propiedades:

1) Si A=0,entonces | A|=0; siA=O,entonces | A| >0.



2 [ Al =]-Al

3)SiceR |cA| =lcl |A].
4) Desigualdad triangular: |A+B| < | A| +| B |.

Si Ay B son dos puntos de R?, la distancia entre A y B es la longitud del vector B — A
A

(equivalente a AB) Yy se nota

d(A,B) = ||B-A|

B-A >

Analogamente, en R?, la distancia entre dos puntos A y B es

d(A,B) = ||B-A|

Un vector A se dice unitario si | A| = 1.

ANGULO ENTRE DOS VECTORES

Llamaremos angulo entre Ay B al angulo 6 (A,B) que determinan los dos vectores y

verifica 0< 6(AB) <m.
/;
»A

PRODUCTO INTERNO O ESCALAR

Dados dos vectores Ay B llamaremos producto interno (o escalar) de Ay B al numero real
A-B=|A]|B] cosé (0 = 6(AB)).
Propiedad:
1
AB=_(IB[ +| Al -] B-A[)

En particular si Ay B son vectores en el plano, A = (a3,a2) y B = (b1,b2)

A-B=abi+ab,
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EnR?, si A= (ay,azas) y B = (by,by,bs)

A-B=aib; +ayb, +azbs
Observaciones: 1) El producto escalar de dos vectores es un nimero real.
2| Al=yAA
Propiedades:
PE1-A-B=B-A
PE2-A-(B+C)=A-B+A-C=(B+C)-A
PE3.-Sik e R, (kA)-B=k (A-B)=A- (kB)

PE4.-SiA= 0, A-A=0. SiA=0, A-A>0
PES.- Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | A-B|<| A|| B

De PE5 se deduce que si Ay B son ambos distintos de cero, vale

A-B
-1<+—7r—=<1
[AlkB]

Propiedad: el angulo entre dos vectores Ay B (8= 6(A,B)) es el Unico angulo 8 entre 0 y

- A-B
n que verifica cos 0 = ————
| AllB]

Diremos que dos vectores’A'y B son ortogonales o perpendicularessi  A-B =0.

PRODUCTO VECTORIAL

Si A= (ay, @, a3s) y. B=1(by, by, bs) son vectores de R?, el producto vectorial de Ay B es:

A x B = (azbs — aghy, aghs —aibs, aib, — axhs)
Observacion: El producto vectorial de dos vectores de R* es un vector de R®.
Propiedades:
PV1-AxB=-BxA
PV2-Ax(B+C)=AxB+AxC
(B+C)xA=BxA+CxA

PV3.-Sike R, (kA) xB=k(AxB)=Ax (kB)



PV4-AxA=0
PV5.- A x B es perpendiculara Ay aB
PV6- | AxB|*= | A" |B]"- (AB)’

PV7.- |AxB|=|Al||B| I'sen #] donde & es el angulo formado por Ay B.

Observacion:

De PV7 se deduce que | AxB | es el area del paralelogramo de vértices O, A, B, A+B.

RECTAS

Dados en el plano R? un vector A y un punto P la ecuacion paramétrica‘de la recta L que

pasa por P en la direccion de A es: A

X=tA+P (teR). / L
p
Si A=(ai,a) y P=(pup2),

se escribe: (x,y) =t (az, a2) + (p1, P2)

5 {x:ta1+ P,
y:ta2+ P,

Sic=ayp; —a; Pz, larecta L es elconjunto de soluciones de la ecuacion
aXx — ajy=c

Para describir una recta en R? podemos utilizar la ecuacion parémetrica X =tA +P

(donde X = (x, y)) » o utilizar la ecuacion implicita ax+by=c.

Dados en'IR* un vector A y un punto P la ecuacién paramétrica de la recta L que pasa por P

en la direccion de A es:

X=tA+P (teR).

Si A=(as, a2, a3) y P=(p1, p2, p3) tenemos
(X, y,2) =t (a1, az, as) + (P1, P2, P3)

X=ta, +p,
0 jy=ta,+p,
z=ta,+p,
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Si c=aypi—aip, y d=azp,—axps larectaL es el conjunto de soluciones del sistema

QHX—ay=cC
ay-a,z=d

Para describir una recta en R* podemos utilizar la ecuacion paramétrica X = t A + P (donde

X =(X,Y, 2)) o un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas.

ANGULO ENTRE DOS RECTAS
Para definir el angulo entre dos rectas usamos sus vectores direccion, eligiendo entre los

angulos que éstos forman, el Gnico 6 tal que 0< 6< = /2.

Dos rectas en R? 6 en R® son perpendiculares si sus direcciones lo_son.
Dos rectas en R? 6 en R® son paralelas si sus direcciones'lo son.

PLANOS EN R®

Dados un vector N'y un punto Q de R?, la ecuacién delplano IT que pasa por Q y es

perpendicular a N es I1 . X=Q)-N=0

El plano es el conjunto de todos los puntos X tales que (X — Q) es perpendicular a N.
Diremos que N es un vector-normal al.plano.

Si X = (X1,X2, X3) Y N =(a,b,c), la ecuacion resulta:

IT. ax;+bx;+cxz3=d donded=Q-N

Dos planos son’ paralelos si sus vectores normales lo son.

Una recta es paralelaa un plano si el vector direccion de la recta y el vector normal al
plano.son perpendiculares.

Dados un punto P y un plano IT cuya normal es N, se define distancia de P a ITcomo la
distancia de P a P’, donde P’ es el punto de interseccion del plano IT con la recta de

direccion N que pasa por P.

Si Q es un punto en el plano, esta distancia es: d(P,IT) =

| ax, + by, +cz, —k |

Ja? +b% +¢?

Si P=(Xo,Yo0,20) Yy Il: ax+by+cz=kentonces: d(P,IT)=
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En el desarrollo de la préactica, para simplificar la notacion, suprimiremos las flechas arriba

de los vectores.
VECTORES EN R"

Llamaremos punto o vector en el espacio R" a la n-upla

X = (X1, X2, X3, ..., Xn)  donde X, X2, X3, ..., Xn SON NUMeros reales.
Estos nimeros son las coordenadas de X.
Si A=(as, a a3, ...,an) y B=(by, by bs, ..., by)
decimos que A=B siysolosiai=by, a,=b,, asz=bs,.., a,="bp.

Definimos la suma A + B = (arthy, axtbs,yan+by) y

el producto por un escalarc e R ¢ A = (cay, cay, cas, ..., Cay).

Propiedades:

DA+B+C)=(A+B)+C

2)A+B=B+A

3)SiceR, c(A+tB)=cA+cB

4)SicieR yceR, (ci+tco)A=ctA+Cc, A y (cic)A=ci(CA)
550+A=A

6)1A=A

A+ (-1)A=0 Notacion —A = (-1) A

8)0A=0

Llamaremos norma de A = (ay, ay, as, ..., a,) al nimero

I A||:\/a12 +al+..+al
Propiedades:

1) Si A= 0, entonces | A||=0; si A= O, entonces | A| >0.
2) |Al =]-Al

3)siceR |cA| =lcl|A].
4) Desigualdad triangular: |A+B| < | A| +| B |.

12
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Si A=(as, az a3, ...,an) y B=(by, by, bs, ..., by), lamaremos distancia entre Ay B a la
longitud del vector AB

d(AB)=|B-A| = (b, -a) +(b,-2,) ++(b,-a,)
SiA= (a, a, as, ..., an) Y B=(by, by, b3, ..., by) llamaremos producto escalar de Ay B al

namero real

A-B=ajbit ay byt ... +aby,
Propiedades:
PE1-A-B=B-A
PE2.-A-(B+C)=A-B+A-C=(B+C)-A

PE3.-Sik e R, (kA)-B=k (A-B)=A- (kB)

PE4.-SiA= 0O, A-A=0. SiA#0, A-A>0
PES5.- Desigualdad de Cauchy-Schwarz: | A-B| <Al-A | |B]

Dados en R" un vector A y un punto P la ecuacion paramétrica de la recta L que pasa por P

en la direccion de A es:
X=tA+P (teR).

EJERCICIOS

Ejercicio 1.- Efectuar1as operaciones indicadas.

a)A+B; A+2B; A=B; A+(1/2)B; A-3B, si A=(3,2 y B=(24)
b)A-3B; A+C-B; 2A-2(C+B), si A=(12,0); B=(200) vy C=(111)

Ejercicio 2.- Hallar, si es posible, x; y; z tales que

a) (x,x+1)=(3,y) b) @x+y,x-2Yy)=(13)
0)(24)=02x+y,x=-2Y) d) (1,2,3) = x(2,4,3) +y (1,2,12) + 2 (0,0,3)

Ejercicio 3.- Encontrar las coordenadas del punto medio del segmento AB para
a)A=(-2,-1); B=(@4-1) b) A =(1,0,5); B=(24,7)
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Ejercicio 4.- Calcular la longitud de los vectores

3,0); (21); (-3-4); (3.+3.3); (-230); 3(236)

Ejercicio 5.- Graficar en el plano el conjunto S = {(x, y) € R*/ | (x,y)|=1}

Ejercicio 6.- Hallar la distancia entre A y B si
a)A=(1-3); B=(41) b)A=(4-26); B=(3-44) c)A=(12-3); B=(3-2,0)

Ejercicio 7.- Determinar todos los valores de k tales que
a) |A[=2 si A=(1,k0)

b) d(A,B)=2 si A=(11,1); B=(k-k.22)

c) |Al=1 si A=k(2,2,)

Ejercicio8.- Si v=(2,-1,1); w=(10,2); u=(-2,-2,1), calcular

a) |v+w] D) v +[wl Afsv+3w|

d) [v-ul e) w lv+w-u|

1
[wi

Ejercicio 9.- En cada caso encontrar 10s:dos vectores unitarios paralelos a A
a) A=(3,-1) b) A= (0,3,0) c)A=(2,-3,6) d) A=(ab,c)

Ejercicio 10.- a) Sean-A=(1,2); B=(-1,-2); C=(-2,1); D=(1,0); E=(0,0); F=(x,Y)

Calcular A - B; A~ C; A - E; B-C;

B -(C +D); (D -C)-A; F-A F-E
b) Sean’A =(1,1,1); B=(1,-1,0); C=(2-1-1); D=(2,3-1); E=(-1,0,2)
Calcular A - B; A - C; A-(B+0C); A-(2B-30C);

A - D; A E; D-(A+E)

Ejercicio 11.- a) Encontrar y representar en el plano todos los vectores (X, y) ortogonales a
i)A=(1,2) i) E1 = (1,0) iii) E; = (0,1)

b) encontrar todos los vectores (x, y, z) de R® ortogonales a
i) E; =(1,0,0) i) E2; =(0,1,0) iii) E3 = (0,0,1)

14



Préactica 1
iV)E1y E V)E1y Ej Vi)Exy Ej

Ejercicio 12.- Dados A = (1,-2) y B = (3,4), hallar todos los vectores (x, y) de RR? tales que
A-(xy)=A-B

Ejercicio 13.- a) Encontrar un vector ortogonal a (1,1) de longitud 8, ¢es Gnico?
b) encontrar todos los vectores ortogonales a (0,0,1) de longitud 1; dibujarlos.

c¢) Encontrar un vector que sea ortogonalaAyaB si A=(1,2-1)y B=(2,0,1)

Ejercicio 14.- Hallar el angulo que forman A y B en los siguientes casos
a)A=(11); B=(-1,0) byA=(1,2); B=(-21)
¢)A=(1, /3); B=(-22+3) d)A=(2,11); B=(1-12)

Ejercicio 15.- En cada caso, encontrar B tal que

a)si A=(11), a(A,B)=n/4 y |B|=2
b)si A=(-1,0), a(A,B)=n/3 y |B|=1

Ejercicio 16.- Sea A un vector de longitud 3. Si*B es un vector tal que a(A,B)==n/4

y (A-B)esortogonal a A, calcular |B.

Ejercicio 17.- Encontrar una ecuacion paramétrica de
a) la recta que pasa por (1,3,-1)y tiene direccion (1,-2,2)
b) larecta que pasapor (1,1) y (2,3)
c) la recta que pasa por el origen y es paralela a la recta que contiene a
A=(2=21)y B= (-321)
d) dos rectas distintas L1 y L, que pasen por (-2,1,2) y sean perpendiculares a la recta
L: X=u(22-2)+(1,0,1)

Ejercicio 18.- Encontrar la interseccion de cada par de rectas

a) X = 1(2,2,2) + (1,0,0) X = 1 (~1,-1-1) + (0-1,-1)
b) X = (1,3,1) + (0,~1,2) X = 1(2,-1,0) + (1,1,2)
0) X =1(2-2,1) + (3,0,2) X=2(2,1-1)+(=1,1,2)
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Ejercicio 19.-Si A=(1,2,2); B=(-1,12); C=(-2,2,-1), calcular
AxB; BxA; AxC; Ax(BxC); (AxB)xC;, (AxB)-A; (AxB)-C

Ejercicio 20.- Hallar v, de norma 1, que sea ortogonal a A=(1,1,1) y a B=(1,1,-1)

Ejercicio 21.- Calcular el area de
a) el paralelogramo de vérticesO, A, B y (A + B) si A=(2,1,00 vy B=(1,5,0)
b) el tridngulo de vértices A=(1,3,2); B=(150) y C=(11-2)

Ejercicio 22.- Dar una ecuacion del plano IT.

a) ITes perpendiculara N =(1,2,-1) y pasa por P =(5,3,3)

b) IT contiene alos puntos A=(2,-1,3); B=(2,1,1) y C=(3,3,2)
c) ITcontienealosejesxey

d) ITes paralelo al plano IT’: 3x + y—4z =2 y pasa por el punto'P = (1,1,-2)

Ejercicio 23.-Sean I1:2x-y+3z=5; IT": x+3y-z2=2
L: X= a(1,-1,<1) +(1,0-2); L’ : X= «(3,51) +(0,1,2).
Calcular: LNII; L'nIl; IINIT.

Ejercicio 24.- Sean L: X=pK #1, k k+7) 'y I x+2y-3z=2.

Determinar todos los valores.de k paraloscuales L N I1=

Ejercicio 25.-Si L: X=«(1,-1,3) +(0,21) y A=(1,2,-3),
a) hallar una ecuacion del plano IT que contienea Ly al punto A
b) hallar una ecuacién de la recta L’ perpendicular a IT que pasa por A

c)calcular LexIT y L’'NII.

Ejercicio 26.- a) Dar una ecuacion del plano IT que contiene a las rectas

L: X=1(1,2-1)+(3,00) y L X=21(-2-4,2)+(0,1,1)

b) Si L: X=1(1,2,0) +(1,1,1), dar una ecuacion del plano IT que contienea L y tal que
larecta L: X=4(-1,0,1) +(1,2,3) es paralelaaTl.
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Ejercicio 27.-Sean IT: x3 +X;+x3=5 y L: X=4(1,1,-2). Hallar unarecta L’

contenida en IT que sea perpendiculara L. ¢Es Unica?

Ejercicio 28.- Sea IT: 3x;-2x;+4x3=1
a) Dar las ecuaciones de dos rectas L; y L,, contenidas en IT y perpendiculares entre si

b) Dar la ecuacion de una recta L’ contenida en IT que sea perpendicular a la recta
L: X=t(-2,3,1) +(2,1,2)

Ejercicio 29.- Hallar la distancia entre P = ( 2,2,1) y el plano que contiene a las rectas
L:X=4(12-1)+(132) y L:X=a(2-13)+(325)

Ejercicio 30.- SeaP = (2,1,-1)
a)si IT : x; + X, — X3 =3, ¢cudl es el punto de IT a menor distanciade P?
b)si L: X=1(1,3,1) +(2,2,0), ¢cuél es el punto de L amenor distancia de P?

Ejercicio 31.- Sean L: X=£2,3-1) vy II: x3+2Xx; =0.Determinar

a) todos los puntos de R® que estéan a distancia 5 de 1
b) todos los puntos de L que estan a.distancia J5 de 1.

Ejercicio 32.-Si Il;: 3% +2X;-6x3=1 'y TIl: —3Xp+4x3=23, hallar todos los
puntos P de R® que verifican
a)d (P, I1;) =d (P, II7) byd (P, I1;)=d (P, I1;)=2

EJERCICIOS SURTIDOS

1. Demostrar las siguientes igualdades e interpretarlas geométricamente
a) |A-B|=|A+B|] < AB=0
b) [A +B[ =|A] +|B| © AB=0 (Teorema de Pitagoras)

2. Sean larecta L: A4(2,1,-1)+(1,-1,2) y los puntos A =(1,0,2) y B =(3,-1,6).

Hallar todos los puntos P L tales que el tridngulo ABP es rectangulo en P.
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3. Sean P=(-1,2,0), Q=(-2,1,1) y L:(1,1, -1)+X1(0, -1,3).
Dar una ecuacion del plano IT que contiene a la recta paralela a I. que pasa por P,y a la

recta paralela a I que pasa por Q.

4. Sean elplano IT1:2x-2y+z=1, A=(11) y B=(3,2,-1). Hallar todos los puntos
CyDell talesque ABCD es un cuadrado.

5.Sean L,: 4(0,1,-1)+(0,-1,0) y L, : A(L1,1) +(2,3,0).

Encontrar, si es posible, un plano IT tal que d(P,IT) =26 para todo/P e,y paratodo
Pel,.

6. Sean I1,:3x-2y+z =4,y I, el plano que contiene a los puntos A=(0,1,1),
B=(3,-1,-1) y C=(3,0,1).
Hallar todos los puntos del plano TT, que estan a distancia 2 del plano TT, .

7.Sean II,:7x-5y—-2z=0, I1,:5x-4y—-z =0,y L larecta que pasa por los puntos
P=(-23,-3) y Q=(-1,2,-1). Hallar todos los planos IT que verifican simultaneamente:

i) TN, NI, =@ i) d(R,IT)=+/14 paratodo ReL.

8.Sean L, : A(K* +k,k,k—1) ; Ly: A(4,1,-1)+(2k,0,2k) y TI:x—2y+2z=3.
Hallar todos los k € R para los cuales d(P,IT) =d(Q,II) paratodo PeL, ytodo QeL,

9.Sean IT:x, —X, +3%, ==1, L:4(0,-21)+(1,2,3) y P=(-1,1,2).

Encontrar una recta. IL" “que satisfaga simultaneamente:

NPelL’ iLAL'#J i)' es paralelaalIl.

10. Dadas LL:A(1,2,1)+(0,1,1) y L":A(2,—1,-2)+(1,1,0), hallar todos los planos IT tales que
[nk'=2 vy d(P,I1)= J2 paratodo Pe L.

11. Sean L;:A(1,-2,2)+(0,1,-1); L:A(0,1,-1)+(-2,1,-1) y IL3:A(1,3,-1)+(0,-5,0).
Encontrar, si es posible, unarecta L tal que LinLonL#D ; LsnL#d y L.

12. Sean en R® el plano IT:2x, — X, +2X, =4, P=(2,2,2) y Q=(1,0,1).
Determinar un plano IT' que contengaa P, a Q, y al punto R de IT tal que d(P,R)=d(P, IT).
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