Préctica 2

PRACTICA 2

SISTEMAS LINEALES Y MATRICES
DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incdgnitas es un conjunto de m ecuaciones

lineales en las variables (x;,X,,...,X.):

A X +a,X, Foe, +a,X, =b
Ay Xy + 85X, o, +a,,X, =b,
A Xy F A Xy T, +a,,X, =b,

donde las a y las b con subindices representan constantes.
Cuando b; = 0 para todo i, 1<i<m, se dice que el sistema s homogéneo.

Una n-upla (s;,S,,...,S,) €s una solucion del sistema si y solo si al reemplazar x; por s;,

1<i<n, se satisface cada una de las m ecuaciones.

Un sistema se dice incompatible si no tiene ninguna solucion.

Un sistema se dice compatible si tiene alguna solucion.

Si un sistema compatible tiene solucién Unica es determinado, y si tiene infinitas soluciones
es indeterminado.

Por matriz ampliada o matriz aumentada del sistema, entendemos el arreglo rectangular de

ay, A, o, bl
) Ay @, - a,. : b
nUmeros: i Uu o

a, 4a a b,

ml m2 mn

En general, dados los nimeros naturales n y m, se llama matriz de m filas y n columnas con

a, &, -4,

. Ay Ayp v Ay,
coeficientes reales, al arreglo rectangular A=| : . |, donde a;eRR.

a, a a

ml m2 mn

Abreviadamente A = (a; ).

19



Llamamos filas de A a las n-uplas A =(a;,a;,,....8,) coni=1,...,m

Llamamos columnas de A a las m-uplas A’ :(a1j 18, ,...,amj) conj=1..,n

A

Con esta notacion, A=(A", A%,---, A") y también A= A2

An

Decimos que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen el mismo ¢onjunto
de soluciones.

Propiedad: Las siguientes operaciones sobre las ecuaciones de un sistema dan lugar a un
sistema equivalente al dado:

1- Multiplicar una de las ecuaciones por una constante no nula.

2- Intercambiar dos de las ecuaciones.

3- Sumar un maltiplo de una de las ecuaciones a otra ecuacion.

Las anteriores operaciones sobre las ecuaciones se corresponden con las siguientes
operaciones sobre las filas de la matriz aumentada, del sistema. Se denominan operaciones
elementales sobre las filas:

1- Multiplicar una de las filas por una constante no nula.

2- Intercambiar dos de las filas:

3- Sumar un maltiplo de unade las filas a otra fila.

El método de eliminacion de Gauss para resolver sistemas lineales, consiste en llevar la
matriz aumentada del sistema planteado, via la aplicacion sistematica de operaciones
elementales sobre sus filas, a la forma escalonada en las filas reducida, que a continuacion
describiremos.. La resolucion del sistema resultante, que es equivalente al original, es
inmediata.

Se dice que una matriz se encuentra en la forma escalonada en las filas reducida, si se
cumplen las siguientes condiciones:

1- Si una fila no consta Gnicamente de ceros, entonces su primer coeficiente no nulo es un 1
(a este 1 se lo denomina 1 principal).

2. Si existen filas que constan so6lo de ceros (filas nulas), se agrupan en la parte inferior de

la matriz.
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Préctica 2

3- Si dos filas sucesivas son no nulas, el 1 principal de la fila inferior se presenta mas a la
derecha que el 1 principal de la fila superior.

4- Cada columna que contenga un 1 principal tiene ceros en todas las demas posiciones.

Si una matriz tiene solo las propiedades 1, 2 y 3 se dice que esta en la forma escalonada en
las filas.

Llamamos rango fila (o rango) de la matriz A al nimero de filas no nulas que tiene la

matriz escalonada en las filas equivalente a A.

En el conjunto de las matrices de m filas y n columnas con coeficientes reales, notado R™",

estan definidos la suma y el producto por escalares, de la siguiente manera:

Si A= (aij) e R™, B= (bi,-) e R™" yk e R, entonces
A+B= (aij +bij) c R™" KA = (kai,-) & RM™N

Es decir, suma y producto por escalares se calculan.coordenada a coordenada, en forma

analoga a como se hace en R".
Si A=(a;) e R™y B=(b;) e R™ se define el producto de A por B como

AB:C:(c ) e R™S

i
donde c; es igual al producto escalar de la filaide A por la columna j de B
¢; = (filaideA) . (columna j de B)

Es posible calcular AB solo si la cantidad de columnas de A coincide con la cantidad de
filas de B.
Propiedades del producto.
- Es asociativo: (AB)C = A(BC)
- Es distributivo: A(B+C)=AB + AC
(A+B)C=AC +BC
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1 0
0 0
- La matriz identidad 1 = - N e R™ | verifica Al = IA para toda
00 1
00 - 0

A X FaRXy to +a, n:b1
- : 8, X, + 85X, o, +a,, X, =b
Notaci6n: El sistema | <2 " 222 2 2
A X A%y F e +a,, X, =b,
X by
puede escribirse AX=B, conA=(g;) e R™" X=| i | eR™ B=| i | e R™.
X b

n m

En adelante identificaremos X € R™ con x e R" yB € R™ conb € R™. Asi el sistema

se escribira  Ax=Db.

Propiedades: Sean A € R™" , b e’ R™,
So= {xeR" /'Ax=0] Sb= {xeR"/ Ax=h}

a)SixeSygeyeSy,entoncesx+y e Sy SixeSy y ke R, entonces kx € S.

Esto dice que la suma de dos soluciones de un sistema homogéneo es también solucion del

mismo, y que los multiplos de una solucion son también soluciones.

b)Sixe S, ey e Sy, entonces x —y e So.
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Préctica 2

Esto es, la diferencia entre dos soluciones de un sistema no homogéneo, es solucion del

sistema homogéneo asociado.

c) Sea s una solucion particular del sistema AX = b (s € Sp), entonces

Sp=Se+s=9yeR"/y=x+5,conx e Sof.

Esto significa que cualquier solucion del sistema Ax = b puede obtenerse sumando una

solucion particular del sistema con una solucién del sistema homogéneo asociado:

Una matriz cuadrada A € R™" se dice inversible si existe B ¢ R""tal que AB=BA=1.

Cuando B existe, es tnica y la notamos B = A™.

Propiedad: Si A € R™ y C e R™ son inversibles, entonces AC es inversible y vale
(AC) '=C*A™.

Diremos que dos matrices son equivalentes por filas si puede obtenerse una de la otra por

medio de una sucesion finita de operaciones elementales sobre las filas.

Propiedad: Si A € R""_ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) A es inversible.

b) Ax=b tiene solucidn Unica, cualquiera seab € R".

c) Ax =0 tiene Unicamente la solucion trivial.

d) A es equivalente por filasal e R™.
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EJERCICIOS

Ejercicio 1.- Dado el sistema lineal

=X+ 2%, + X = 2
S <X + 3X - X =
2%, + 3% + X, = -1

¢ Cudles de las siguientes 4-uplas son soluciones de S? ;y del sistema homogéneo asociado?
x=(2,2,1,0) y=(1,11,4) z=(0,0,0,0)

-5 10 11
us=(-2,—,— 7 v=(-1,=,-,0 w= (41, 2,3, -7
251 1.5, 3:0 ( )

Ejercicio 2.- Determinar, si existen, a'y b para que (2, —2,1) sea solucién de

X + 2ax, + X = -1
ax, -— bx, = —4
bx, + Xt “(2a=b)x, = 3

Ejercicio 3.- Obtener un sistema equivalente al dado, cuya matriz ampliada sea escalonada

en las filas reducida.

X, + 2%, + X = 2
a)12% + 2X, + X = -1
=X + 2x, + 2x;, = 0
X, + 2%, + X + 3X, + 2% = -1
b) X, + 3% + 3x; + 5X, + 3% =
2% - 2%, + 2% - 2X, - 2X = 2
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Préctica 2

Ejercicio 4.- Resolver por el método de eliminacion de Gauss el sistema cuya matriz

aumentada es (A:b).

1 2 3 -1
2 2 -3
a)A=
-1 0 4
-1 1 -3 3
112 -1
2 11 0
b) A=
-1 12 -1
0 2 4 2
2 -1 2
c)A=|1 -3 2
2 0
12 -1 2
dA=/0 1 O
02 31
-1 2
e)A=|1 -1 .0
1,-2
r 2 3 14
2 4 6 21
A=
01 0,2 0,3 3 2
-2 -4 0 -2 1

Ejercicio 5.- Determinar si el sistema tiene soluciones no triviales, sin resolverlo.

b=(1,2,-1,0)
b = (0,0,0,0)

b=(121,2)
b=(20,-1,1)
b = (0,0,0,0)

b =(5,3,2)
b=(-1,1,2)
b=(21,1)
b =(0,0,0)

b=(212)
b =(0,0,0)
b =/(1,0,0)
b =(0,1,0)

b=(@31,-1)
b=(0,-1,-2)
b = (0,0,0)
b=(112)

b=(1232)
b=(1,-303)
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a)x1+x2:0 b)2x1+x2—x3:0
—X X, + X =0

=~

0 {anxl +oapX, + agX, +  agx,
a‘21)(1 + a'22 X2 + a'23 X3 + a‘24 X4

=~

X X X X
S
o O O O

Ejercicio 6.- Mostrar tres elementos de cada uno de los conjuntos siguientes.

a) S = {AeR*®/a;=a;, 1<i, j <3| (matrices simétricas)
b) So= {AeR**/a;+a; =1, 1<i, j<3}

c) S3= {Ae R**/a;=-a;, 1<i,j< 3} (matrices antisimétricas)

ji

4
d) Sy= {A eR™/> a;=0 } (matrices de traza nula)
i=1

¢) Ss= {AeR**/ A tiene alguna fila nula

f) Se= {Ae]RM/aij =0, sii> j} (matrices triangulares superiores)

Ejercicio 7.- Efectuar, cuando sea posible, los calculos indicados.
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Préctica 2

i) BA ii) BC iii) CB iv) AB vV)BA-C
vi) ED vii) DA viii) EA+ D ix) AE + 3C

13 2 2 1 1
Ejercicio8.-DadasA=|1 1 -1|yB=|{0 1 -1|,hallar

77 5 3 3 3

a) la tercera fila de AB
b) la tercera columna de BA

c) el coeficiente c3, de C = BAB

Ejercicio 9.- Determinar todas las matrices B que verifican:

9 [0 1Je<lo 4
0 (2=l )

-

2 .3 3
5. 6|B=| 6

|

o

c)

1 1 0 2 12
-1 -1 -1|B=|-1 0 2
0 2 3 00 2
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1 1 0 2 -1
e [-1 -1 -1|B=/3 0
0 2 3 1 2

-2 1 -2 1
Ejercicio 10.- Hallar todas las matrices A< R*? tales que [ ) J A= A[ J :

Ejercicio 11.- Hallar todas las matrices X € R*? tales que AX + B =BX +A.

(2 1j (1 0]
a) A= B=
-1 1 2 -2

Ejercicio 12.- Determinarcuales de-las siguientes matrices son inversibles; exhibir la

inversa cuando exista.

nlo o) &) oo 3 e-(5 3

211 2 1
11 -1 -1
E=/01 1| F=(0 1 G= = G+H
0 2 0 2
31 -1 2 0
1 2
Ejercicio 13.-SeaA=| 0 1 1|.Decidirsi A™ es solucién del sistema
-1 0 -1
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Practica 2
154X_120
1 10) lo 1 1)

Ejercicio 14.- Sea Ac R*® .

1 0 1 1
Si| 3|y|1]sonsolucionesde Ax = | 4 |, hallar 4 soluciones de Ax = |4 |.
-1 2 5 5

Ejercicio 15.- Sean (1,3,1), (2,2,4) y (2,0,4) soluciones de un.sistema lineal no homogéneo.

a) Hallar dos rectas distintas tales que todos sus puntos sean soluciones del sistema

homogéneo asociado.

b) Econtrar un plano tal que todos sus puntos sean soluciones del sistema no homogéneo.

Ejercicio 16.- Sea Ae R*® .

0 2 1 1 0
2|1y |1l]sonsolucionesde Ax=1]2| y |1]essolucibndeAx=|0|.
2 1 2 2 1

1 0
Encontrar una recta de soluciones del sistema Ax=|2|+ |0|.
2 1

1114
o 111 4 \
Ejercicio 17.- Sean A = ,B=|2 1 1 0|y S,= {xeR'/Ax=0}.
012 3 L33 1
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2
Encontrar todos los xS, talesque Bx = | 3 |.

4
5 1 -2 a

Ejercicio 18.- Dadas A=|2 -1 -3| y c=|a-3|, determinar todos los valores de a
3 2 1 a+l

para los cuales el sistema Ax = ¢ es compatible.

Resolver el sistema para alguno de los valores de a hallados.

Ejercicio 19.-

a) Encontrar todos los valores de k € R para los cuales el sistema S tiene solucion Unica.

(k*-1x, + X + k, = 0
S (k=1)x, + X, = 0
(k+2)x, = O

b) Determinar todos los valores de k para los cuales el sistema S admite solucion no trivial

k+Dx, - 2x, + kx; + 3 =0

5 X, + (k+2)x, + kx; + 4x, = 0
X, — 2x, + kx; + (k+4)x, = 0

X, — 2X, + kx; + 3 =0

Ejercicio 20.- Encontrar todos los valores de a y b para los cuales los sistemas cuyas

matrices ampliadas se dan a continuacion son compatibles.

30



Préctica 2

1 -3 : 1 1 -3 b
a) . b) 2

2 a : b 0 a+1 a° -1 b+2

1 -3 3 : 2 1 -1 2+a b
c)|-2 3 -3 2 d| 2 a-4 -4

0 a+l1 -a-1 b+a a-2 0 12

Ejercicio 21.- Resolver el sistema para todos los valores de b.

X, + b, + 2% - X,
X, + bx, — 2x
3+ 3bx, + 2X 2X,

b+2
2
b

Ejercicio 22.- Encontrar todos los valores de a y b para los cuales (2,0,—1) es la Unica

2X, = aX, +..2X%
solucion del sistema { X, + %, — bx,
2X, [ = 3X,

Ejercicio 23.- Hallar todos los valores de k para los cuales

M = {1(1,1,0,0)+(2,0,-1,0) , 2 € R} es el conjunto de soluciones del sistema

X, +
(k2 -1)x,

2X,

(K +1)x,

+ 2X,
+ 4x,

—k?+1
k-1
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Ejercicio 24.- Determinar, para todos los valores reales de a y b, si el sistema cuya matriz

1 a -1 1
ampliadaes | -a -1 2+a : 2-—a| es compatible determinado, compatible
-1 -a a : b

indeterminado o incompatible.

Ejercicio 25.- Encontrar todos los valores de a y b para los cuales el sistema cuya matriz

1 a -1: 1
ampliadaes | -a -1 1 : -1/ tiene como conjunto solucion una recta.
-1 -a a : b

EJERCICIOS SURTIDOS
1. Sea A una matriz cuadrada que verifica A>+A +1=0.

Demostrar que A=~ —A.

2. Determinar a,beRpara‘que (1,-1,2,—-1) sea solucién del sistema cuya matriz

1 =2 1 a : 2
aumentada es | ~2b -2 0 2 : 2.
an-4 -b 5 1 4

Para los.valores hallados resolver el sistema.

2ax, - X, — 3X; — 3X, =
) . -x + ax, + 2bx;, + cx, =
3. Se considera el sistema
- X, + ax; + bx, =
bx, - 2ax, — 3cx, — 5x, = -7

Hallar los valores de a,b,c € R paralos cuales X =(2,-1,-1,2) es solucion del sistema.
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4. Encontrar una matriz X que satisfaga la ecuacion

01 -1 -2 -1 0
2 -1 6
X111 1(- =X 0 10
1 1 -2
0 3 -2 1 21
1 3
5. Sesabeque | -1| y |1 son soluciones del sistema Ax =b. Hallar alguna solucién de
0 1

Ax =Db que también sea solucion de 2x, —2x, + X, =9.

6. Hallar todos los valores de k e R para los cuales el conjunto de soluciones del sistema

X + 2ky + z = 1
kx + 2y + kz = k  esunarecta contenidaenel plano x—-4y+2z=4.
2y + kz = k-2
2 0 1
7. Se sabe que | —1 | es solucidon de 3Ax=| 1| yque | -2 | essolucionde 2Ax=| 1].
1 -2 0 -2
0
Encontrar cuatro soluciones distintas del sistema Ax=| 1]|.
-2

8. Hallar_todos los valores de a R tales que {(2,0,—3)} es el conjunto de soluciones del

X, + X, — X = 5
sistema <3x, + ax, + X, = 3
X + X, + ax, = a’

—6

3
9.Sean A= 2 6/, BeR> unamatriz inversibley C eR*® tales que BC=A.
1

= N DN

Hallar las soluciones del sistema B°Cx=2Bx (xeR?).
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10. Hallar todos los valores de a,b € R para los cuales el sistema

XX + 3, + ax;, — X, = b
S:42x, + 2Xx, — ax;, + X, = 1 escompatible indeterminado.
XX — X, + 2% + 2X, = b

Resolver el sistema para alguno de los valores hallados.

4 0 0 0 0 3
11.Sean A=|1 0 k|yB={0 3 0].
01 2 300

Hallar todos los valores de k e R para los cuales el sistema Ax =2x-Bx tiene infinitas

soluciones. Resolver el sistema para alguno de los valores de k hallados.

12. Se sabe que (1,2,0) y (3,0,—1) son soluciones de-un:sistema no homogéneo S. Hallar una

X + X = 3
solucion de S que sea también solucion del sistema'<2x, + X, + X, = 2
4% + 33X, + X = 8

13. Sean en R* los sistemas

X+ X -3, = -1
S| —x, + 2x < _ 2 oyt =4
1 1 2 3 2 + aX3 — b
3% + 33X, .- 2X; + 3, = 5

Hallar todos los valores de a,b € R para los cuales S; y S, tienen infinitas soluciones

comunes. Paralos valores hallados encontrar todas las soluciones comunes.
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