Préctica 3

PRACTICA 3
DETERMINANTES

DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Una permutacién del conjunto {1,2,...,n} es un arreglo de estos nimeros en cierto orden,

sin omisiones ni repeticiones. Para denotar una permutacion cualquiera se escribird

(JysJpseer J,), donde ji es el i-ésimo elemento de la permutacion. Se dice que ocurre una
inversion en una permutacion (j,, J,,..., J,) Siempre que un entero mayor. precede a uno

menor. Diremos que una permutacion es par, si el nimero total /de inversiones es un

namero par, y diremos que es impar si el niamero total de inversiones es impar.

a, @, - 4,
a a a
Sea AeR™, N 2"
ay a, - a,

Por producto elemental tomado de A se entiende cualquier producto de n elementos
tomados de A, sin que dos cualesquiera de ellos provengan de una misma fila ni de una

misma columna.

Una matriz AeR"™" admite n! (n'=n(n-1)(n-2)...3.2.1) productos elementales. Estos son de
laforma a,; a,, ....a, donde (j,j,,..., j,) s unapermutacion de {1,2,...,n}.

Se denomina producto elemental con signo tomado de A a un producto elemental
&, ,;, -, multiplicado por +1 6 por -1 segln la permutacién (j,,J,,..., j,) sea

respectivamente par o impar.
Se define el determinante de A como la suma de todos los productos elementales con signo
tomados-de A.
Notamos det(A)=|A|=> + &, a,; ...,
Propiedades: Si A es una matriz cuadrada que contiene una fila de ceros, det(A) = 0.

Si A es una matriz triangular de nxn, det(A) es el producto de los elementos

de la diagonal, es decir det(A) = a,,a,,.....a,,
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Propiedad: Sea AcR™

e Si A’es la matriz que se obtiene cuando una sola fila de A se multiplica

por una constante k, entonces det(A)=k det(A).
e Si A’es la matriz que se obtiene al intercambiar dos filas de A, entonces
det(A)=—det(A).
e Si A’es la matriz que se obtiene al sumar un maltiplo de una de las filas
de A a otra fila, entonces det(A)=det(A).
Si AeR™", la matriz transpuesta de A es la matriz A" eR™" que tiene como filas a las
columnas de A.
Propiedades: Si AeR™", entonces det(A')=det(A).
Si AeR™ BeR™ ykeR ,entonces / det(kA)=Kk"det(A)
det(AB)=det(A)det(B)
A es inversible si y solo si det(A) = 0.

1
det(A)

Si A es inversible, entonces det(A™)=

DESARROLLO DEL DETERMINANTEPOR COFACTORES.
Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a; se denota M; y se define
como el determinante de la submatriz que queda al eliminar de A la i-ésima fila y la j-ésima

columna. El nmero (=1)"’ M se denota C; y se conoce como cofactor del elemento a; .

Se puede calcular el determinante de una matriz AeR™ multiplicando los elementos de
cualquier-fila (o columna) por sus cofactores y sumando los productos que resulten.
Es decir: paracada 1<i<n y 1< j<n,
det(A)=a,,C;; +a,,C,; +..+a,C,;
(desarrollo por cofactores a lo largo de la j-ésima columna)
det(A)=a,C, +4a,C,, +...+a,C,

(desarrollo por cofactores a lo largo de la i-ésima fila)

Si AeR™ vy C; esel cofactor de a; entonces la matriz
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Practica 3

se conoce como matriz de cofactores tomados de A. La transpuesta de esta matriz se

denomina adjunta de A y se denota adj(A).

Propiedad:

REGLA DE CRAMER.

. .. ) _ 1
Si A es una matriz inversible, entonces A™*= y
et

Si Ax=Dbes un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas tal que det(A) =0, entonces la

unica solucion del sistema es (X, X,,...,

_det(A)
Cdet(A) | ° det(A)

X,) con

. det(A,)

donde A, es la matriz que se obtiene al reemplazar la-j-ésima columna de A por b.

EJERCICIOS

Ejercicio 1.- Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por cofactores por las

filas y columnas indicadas.

b)

2

= O O

R O = N Ol

0

2
0
3

w = b~ O,
N

o O O O

O O O —» O

S O O O

por tercera fila
por primera columna

por segunda fila
por tercera columna

por cuarta fila
por quinta columna
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Ejercicio 2.- Calcular los siguientes determinantes, desarrollando por cofactores por la fila

o columna mas conveniente.

12 -1 0 1 0 -4 0
00 -1 0 3 0 5 6
a) b)
15 0 2 0 -5 9 0
00 - 0 0 40
20 -10 4
2 0 00 06 3
Q)4 0 djo 7 00 0
00 54 00 2
00 020

Ejercicio 3.- Calcular los determinantes de las siguientes matrices usando propiedades.

1 00 0/0

2 0 1 2 00 0 -2 070 0
a3 2 2 b)|4 1 0 | 003 0 0
000 025 04 0 -4 0
1 00 05

Ejercicio 4.- Determinar los valores de k para los cuales det(A) = 0.

> kad k.=~ 2 1 k 30
+
a) A= by A=|0 k*-1 2 c) A=|k* 9 0
k-2 -4
0 0 k-2 3 31
&y QA
Ejercicio 5.- Sea A=|a, a, a, |,talquedet(A)=7.
aSl a32 a33
Calcular los determinantes de las siguientes matrices.
a3 a; ap &, ap a
a) a23 a'21 a22 b) a21 a22 aZl
a‘33 aSl a32 aSl a32 a‘Sl
a 2312 —d3 a a5, a
C) a'21 2a22 _a23 d) a21 + 3a11 a22 + 3a12 a‘23 + 3a13
Ay Zaez —8g ka31 kasz kasa
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Préctica 3

10 3 2 1 -1
Ejercicio6.-Sean A= 2 2 -1y B={0 1 8].
-1 0 1 0 0 -1

Calcular det(AB) det(A+B)  det(A”) det(A°B - A)

Ejercicio 7.- Sin calcular la matriz inversa, decidir si son inversibles las matrices dadas.

1000
- 2 11 2 31 ) 5 3
a) by[2 1 1 oo 01 d)
3 1 2 07041
32 2 111
3 032

Ejercicio 8.- Determinar todos los valores reales de x para los cuales la matriz es
inversible.

L 5 2 3 2 Xx+1 -1 3
X+
a)[ 5 2] b)|-1 2 4 C) 2 1 -2
X_
1 x x+1 -2 1 x-4

Ejercicio 9.- Si AeR*® y det(A)=15 , calcular

a) det(2A) b) det((3A)™) c) det(3A™)

Ejercicio 10.- Determinar en cada caso todos los valores de k eR para los cuales el
sistema tiene solucion unica.
X + X =1
a) 12%  + 2X, N
2%, + X + kx, =2
2%, /= 2X, + X = 0
b) < (2k-2)x, .+ 2kx, + X, = 0
k+2)x, +. (k-3)x, + 2x; = 0

3, — X% + kx =
C)y % + 3kx, — X, =
2%, + X =1

Ejercicio 11.- Encontrar el valor de a para el cual el sistema tiene infinitas soluciones y
resolver el sistema para el valor hallado.

X, — X, + 2% -4

a’x, + 4x

X + 3% + 3X
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Ejercicio 12.- Determinar los valores de k para los cuales el sistema tiene:

i) ninguna solucién i) solucion unica iii) infinitas soluciones
—X, + X, = -1
a) 2%, + 2X, — X3 = 3
(k* =3)x, — X, = k*+k-1
X, + 2%, + X, = 3
b) 12x + 3x, + 2%, = 2
x + 4x, + (K*-8)x, = k+14
kx, — X, + X, = 0
C) K*-Dx, + (k+Dx, = 1
kx, + (K*+2)x, + X, = 2
2 0 2
Ejercicio 13.-Sea A=| 2 a+1 a |.Encontrar todos losvalores de a para los cuales el
-1 a o0

sistema Ax=x admite solucion no trivial.

EJERCICIOS SURTIDOS

1 0 -1
1.Sea A=|0 -1 4|y BeR*® tal'que det(AB)=2. Calcular det(B™).
2 3 2
2 2 1
2.Sea A=|1 2 -2|y BeR* tal que det(B)=-3.
2 =1 2

Hallar todas las-soluciones del sistema (BA)x = —BX.

a =0 1
3.Sea A=| 0 a—2 2 |.Decidir para qué valores de a el sistema
1 0 1

(A? +2A)x=0 tiene solucion no trivial.

1 -10 2 11
4.Sean A=|0 k 4|yB=|-1 k 1].
1 1 2 0 1 2

Hallar todos los k e R tales que det(BA™) = det(% BA) .
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