Practica 6

PRACTICA 6
NUMEROQOS COMPLEJOS Y POLINOMIOS

DEFINICIONES Y PROPIEDADES

NUMEROS COMPLEJOS
El conjunto C de los nimeros complejos es:
C={z=a+bi/abeR; i*=-1}

Si z € C, larepresentacion a + bi se llama forma binémica de z.

La parte real de z es a: Rez=a.
La parte imaginaria de z es b: Imz=h.
Si zzweC Z=W < Rez=Rew e Imz=Imw

Sean z=a+bi y w=c+di dosnumeroscomplejos;

la suma es z+w=(@+c)+(b+di

el producto es zw = (ac - bd) + (ad + bc)i

La suma es asociativa y conmutativa; el producto es-asociativo y conmutativo y vale la
propiedad distributiva respecto de la suma.

Notacion: a+t(-b)i=a-hi a+0i=a 0+ bi=hi

Siz € C,z=a+ bi, llamaremos conjugadodeza Z =a-bi

y llamaremos médulo de z al nimero real no negativo |z| =+a’ +b?

Observaciones 1) |z =22 2)Si z#0, 2 =i2

2

Propiedades:

Cl)Z=z M1)z=0 < [z/=0
C2) z+W=7+W M2) |ZW|:|Z||W|

CH)Si 220, 2+ = (z)™
C5) z+Z=2Rez
C6) z—-7Z=2(Im2z)i

) 2]=|-4

M5)Si 20 = |27 =z

M6) Si w=0 = ‘i‘zﬂ
w - wi
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Size C, z=a+ bi, z=0, llamaremos argumento de z al inico numero real arg z tal
b

a
que O<argz<2z ; cosargz=— ; senargz=| |
z

2

Siz € C, la forma trigonométricadezes z= |z| (cosargz+isenargz)

Si z=p(cos a+isen @) y w=z(cos g+isen f), conp, t>0 , a, < R, entonces

=W < p=r(esdecir |z|=|w])y a= B+ 2kz paraalgin k e Z.

Teorema de De Moivre. Seanz,w € C,z#0, w=0.
Si z=|z|(cosa+isenar) y w=|w|(cos S+isen ) entonces
2w =|z||w| (cos(a + B) +isen(a + B))
Corolario.
27"t = |z|7l (cos(—a) +isen(—c))
7 =|z|- (cos(—a) +isen(-a))
z | .
—=-—(cos(a— p)+isen(a— B))
W |wi

2" =|z|" (cos(na) +isen(ha)) neZ

Si w e C, w# 0, una raiz n-ésima de w esun ntimero z € C tal que 2" = w.
Propiedad. Si z es una raiz n-ésima de w-entonces:

- |W|% (cos argw+ 2kz Lisen argw+ 2kz
n

)

para algin entero k tal que 0 <k'<n - 1.

Si ze C, z=|z|(cosa+isena), lanotacion exponencial dezes — z=|z|e™

Propiedades. Si o, f € R

eiaeiﬂ =ei(z7z+ﬁ)
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Practica 6

POLINOMIOS

En lo que sigue K significaQ, R 6 C.

Un polinomio con coeficientes en K es una expresion de la forma

n
— a0 1 n_ j .
P(X)=apx +aix +..+a,x = E a;x’ conneNyyajekK.
j=0

Indicamos K[X] = { P / P es polinomio con coeficientes en K }, y consideramos en

K[X] las operaciones de suma y producto usuales.

Gradode P: SiP#0, P(x) =ap X +axt+ .+ agx" y a, =0 , definimos
gradodeP=grP=n

El polinomio nulo no tiene grado.

Valen las siguientes propiedades: si P =0, Q # 0,

gr(PQ)=grP+grQ

gr(P + Q) <max{ gr P, gr Q} (si P+Q=0)

Dados P € K[X], P(x) = Zajxj y z € K, llamamos especializacion de P en z al
j=0

nimero P@)= > a7’
j=0
Sea P € K[X], z € K. Diremos que:z es raiz de P si P(z) = 0.

Algoritmo de division.

Dados P, Q € K[X], Q # 0, existen unicos S, R € K[X] tales que:
P=QS+R con R=006grR<grQ

Se dice que Q divide a P (o que P es divisible por Q) y se nota Q | P, si el resto de la

division de P por.Q es el polinomio nulo, esto es, siP =Q Scon S € K[X].

Tearema del Resto.
SiP e K[X]yz e K, el resto de la division de P por (x-z) es igual a P(z).
Corolario. SeaP € K[X]yz € K; zesraizde P siysolosi (x—2)|P.

Teorema.

SiPeK[X]y ai ay ..., ar € K sonraices de P con a; # a; si i# ], entonces
P(x) = (x —a)(x — az)...(x — ar) Q(x) con Q € K[X].

Corolario. Si P es un polinomio de grado n entonces P tiene a lo sumo n raices.
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Teorema de Gauss.

SeaP e Z[X], P(x) = Zajxj conap=0. Si P (conpeZ,ge Ny(p,q)=1)esuna
j=0 q

raiz de P, entonces p|ap Yy q| an.

Teorema fundamental del &lgebra.

SiPeC[X]ygrP=>1, existez € C tal que z es raiz de P.

Teorema.

SeaP € R[X],yseaz e C.Si zesraizde P= 7 esraizdeP.

Si P(x)= > a;x) e K[X], llamaremos polinomio derivado de P a:
j=0 n . n-1 .
P =) jax'*=>(j+Da,,x’
j=1 j=0
Propiedades.
o(P+Q)=0P+0Q o(P-Q)=(oP)-Q+P-0Q 6(kXO)=O
Notacion: Designamos 6™ P = 8(6™ " P) = 3(4(...(SP)))

Si P € K[X], diremos que z € C es raiz de multiplicidad k de P (k € N) si
P(X) = (x-2)Q(x) conQ e C[X] y Q(2)=0.

Teorema.

Sea P € R[X], yseaz € C; z esraiz de multiplicidad k de P si y solo si

P(z)=0P(z) =0°P(z) =---=0“"P(z) =0 y 0“P(z) #0.

Polinomio interpolador de Lagrange

Sean ag, a1, .., &, ,a€K,a#a Si i#], y sean by, by, ..., by arbitrarios, bj € K

. Existe-un @nico polinomio L € K[X], con L =06 gr L < n, que satisface L(a;) = b;
para 1=0,1,...,n. Setratadel polinomio:

ﬁ (X - ak)
LO)=3BL() donde ()=

H(ai -a,)

k=i
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Practica 6

EJERCICIOS
NUMEROS COMPLEJOS
Ejercicio 1.- Dar la forma binémica de z.

a) z:(3—i)+(%+5i) b) z=(\/§+i)(\/§—i) c)z=(3+%i)(3—%i)+(3+2i)
Ejercicio 2.- Dar la forma bindmica de z.
a) z=(1+2i)1-2)" b) z=1+1)(2+3i)(3+2i)

)z =(1+i) (2 +~/2i) + (2 +5i)

Ejercicio 3.- Calcular |z].

a) z=(2+i)+ (32 -3i) b) z=(+ai)(l-a)™ aeR
c) z=(3i)* d) z=|1-i[+i|+i
e) z=(1+i)1-2i)(3-1) f) z=3(1+3i)°

Ejercicio 4.- Dar la forma binémica de 7 .

a) z=[1-i[+i b) 7 =[L+i|+i[+i

c) z=(1-2i)(2-1) d) z=(1+3i)(1-3i)
Ejercicio 5.- Representar€n el plano todos los z € C tales que:

a) |z]=3 b) |z| <2 C)z=7
Ejercicio 6.-

a) Representar-en el plano el conjunto B={z e C/|z+1-i|<2}.

b) Representar en el plano el conjunto B={z e C/|z+1|<|z-3-i[}.

¢)Si A={zeC/Rez<1, Imz s%} y B={zeC/|z-1-3i|=5}, representar
C=AnB.

Ejercicio 7.- Escribir en forma binémica todos los z € C tales que:
a) 22 =1-43i b) z2 =16+14/3i
) 2°+2z+3=0 d) 22 =5-2iz

Ejercicio 8.- Hallar todos los z € C tales que su conjugado coincide con su cuadrado.

81



Ejercicio 9.- Calcular Rez e Imz.

a) z=2(cosz+isenr) b) z=3(cos%7z+isen%7z)

C) z=(cosgﬁ+iseng7r) d) z=2(cosz7z+isenz7r)
3 3 4 4

Ejercicio 10.- Escribir z en forma trigonométrica.

a) z=+5 b) z=-6 c) z=15i d)z=—%i
e) z=+/5++/5i f) z=3-3i

g) z=-3(cos0+isen0) h) z=3(cos%—isen%)

. . T R T . . T

1) z=2(cos—+1C0S— Z=—I(COS—+1I1Sen—

) (cos - 3 ) 2= i(cos? 5)

Ejercicio 11.- Representar en el plano.

a) A={zeClargz =0} b) BZ{ZEC/%ﬂSaI‘gZS%ﬂ'}

) C={zeC/|z}]=5 Osargzsgﬂ} d) C={zeC/|z+1-i[<3, %sargzs%}

Ejercicio 12.-

3

a) Escribir en forma trigonométrica z' =(1+ i)(T—%i)

b) Escribir en forma binémica z = (—3\/§+3i)15
c) Escribir en forma binémica. z = L
(—/3+i)°

Ejercicio 13.- Encontrar todas las raices n-esimas de w para:

an=3¢ w=1 b)n=5 w=-3 c)n=4 w=-1-/3i
Ejercicio 14.- Determinar todos los z € C tales que z° = 1o -
J3+i
Ejercicio 15.- Encontrar todos los z € C que satisfacen:
a) °=i7? b) z'° =-47" c) 2°-7=0
4 2 +7=0 e) 7+9i77[¢] =0 0=y
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Practica 6

Ejercicio 16.-
.5
Ig/f

- . - iz r
a) Escribir en forma binémica e”, e3, 2", e

b) Expresar en forma exponencial las raices quintas de —1.
it | -t it it
y sent=

c) Probar que Vte R es cost= %
i

POLINOMIOS

Ejercicio 17.- Calcular PQ , 3P +Q y P?-Q e indicar el grado de cada uno.

Q) P(X)=2x+1 Q(X) =x*+3x—2
b) P(x) =3x* +x -1 Q(X)=-9x*-3x+6
) PX)=x*-3 Q) =-x3+2x*+1

Ejercicio 18.- Encontrar, si existen, a, by c en R tales que:
a) 3x—2=a(x* + x + 3) + b(x* - 2x + 1) + c(x* - 3)
b) (2x — 1)(x + 1) = ax® + b(x + 1)(x + 3)

Ejercicio 19.- a) Determinar a € R tal que:

i)Si P(x) =ax®-3ax*+2, sea P(2)=3

i) Si P(x) =x3+3x° +a, P tenga a'cero como raiz
i) Si P()=ax*+ax+3; . seaP(-1)=3ygrP=2
b) Determinar a, b y ¢ en R para que:

i) P(x) =ax’*+bx+c tenga a 1 y —1 por raices

i) P(x) =x*+2bx+a "~y Q(X)=ax’—b tengan a2 como raiz comin.

Ejercicio 20.- Determinar todas las raices de P.
A PX)=x3+ix+1 b) P(x) = x* + (L —i)x + 1
P =x®+2x+1 d)P(X)=ix’ -1

Ejercicio 21.- Hallar todas las raices de P.
Q) P(X) =3 +x* +12x + 4

by P(x) = =x3 + 2x* + %x—?

1
3
¢) P(x) = x* + 2x% - 9x* — 18x

d) P(x) =x*=x®*-9x*—x—10 sabiendo que i es raiz
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e) P(x) = x* — 25x° + 85x? — 106x + 45  sabiendo que (2 + i) es raiz

9 9
PX)=x'-=x*-=
f) P(x) R

g) P(x) = x® — 2x* —=51x? - 108 sabiendo que P(—/3i) =0

Ejercicio 22.- Dado P(x) = 2x* — 6x® + 7x? + ax + a, determinar a R sabiendo que

(1 +1i) esraizde P y hallar las restantes raices de P.

Ejercicio 23.- Escribir x* + 1 como producto de polinomios irreducibles en C[X] y en

R[X].

Ejercicio 24.- Determinar la multiplicidad de & como raiz de P.

a) P(X) = (¢ -1)(x-1)*(x>-1) a=1
b) P(x) = x* + 3x® + 122 a=0
¢)P(X) =x*—x*—5x + 6 a=2
d) P(x) = (x* + 1)(x* + 1) + i) a=i

Ejercicio 25.- Hallar todas las raices del polinomio Py escribirlo como producto de
polinomios de grado 1.

a) P(x) = x° — 6x* + 10x® + 4x? — 24x +.16, y se sabe que P tiene una raiz triple.

b) P(x) = 4x% + 8+/3 % + 15x + 3+/3 'y se'sabe que P tiene una raiz doble.

Ejercicio 26.-

a) Hallar P € R[X], de grado minimo, que tenga a 1/2 como raiz simple, a (1 + i) como
raiz doble y que verifique que P(0) = -2.

b) Hallar todos los polinomios P con coeficientes reales, de grado 3, que tengan a (-2)

como.-raiz'doble'y que verifiqguen P(1) = P(-1).

Ejercicio27.- Sabiendo que Q(x) = 81x* =1 y P(x) = 9x* + 27x* - 8x* + 3x — 1 tienen

alguna raiz coman, encontrar todas las raices de P.

Ejercicio 28.- Sea P(x) = 2x* —5x? + 4x + 1, y sean a, b y ¢ sus raices.

Calcular: a+b+c abc a?+b2+c? e

Ejercicio 29.- Calcular la sumay el producto de las raices séptimas de la unidad.
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Practica 6

Ejercicio 30.-

a) Sea P(x) =3 -2 + x + .

Encontrar & € R para que la suma de dos de las raices de P sea igual a —1.

b) Sea P(x) = x® + 2x* = 7x + .

Encontrar & € R de manera que una de las raices de P sea igual a la opuesta de otra.
) P(x) =3x* + x> - 2x + .

Encontrar « € R tal que una de las raices de P sea igual a la suma de las otras dos.

Ejercicio 31.-
a) Encontrar un polinomio P, de grado a lo sumo 3, que satisfaga:
PL)=1 ; PO)=-1 ,; P@2=2 ; P(1)=0

b) Encontrar la ecuacion de una parabola que pase por P, P, y P3,donde

Pr=(-11) ; P.=(01) ; P3=(2-2)
c) Encontrar un polinomio de grado 4 que satisfaga:
P1)=-1 ; P0O=1 ; PQ)=4

EJERCICIOS SURTIDOS

1. Hallar todos los z € C tales que:
a) 2°=3izz b) @+~/3i)2%= 27

2.SeazeC, z#1,tal quelz |=1. Calcular Im(iiJr—Z) :

3. Hallar un polinomio P e R[X], de grado minimo, que verifique:
P(1+i)=0 3 —lesraiz doble de P ; Im(P(i)) = 28

4.Sea P(x)= (X —ax® —a’x + 1)(x* — a?). Hallar a para que —1 sea raiz doble de P.

5.Sean P(x) = x*+x*-=7x* - 8x—8 y Q(x) =x*— 1. Se sabe que P y Q tienen al
menos una raiz comun. Hallar todas las raices de P en C.

6. Hallar un polinomio P e R[X] , de grado minimo, que verifique simultaneamente:
las soluciones de z°=57 son raices de P; P tiene alguna raiz doble; P(1) = 31.

7. Encontrar todas las raices de P(x) = x° + x* + x® + 2x* — 12x — 8 , sabiendo que tiene

alguna raiz imaginaria pura.
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8. a) Hallar todas las raices sextas de (1 + i)
b) ¢Existe una raiz sexta de (1 + i) cuyo conjugado sea también raiz sexta de (1 +i)?

c) Hallar el producto de todas las raices sextas de 1 + i.

9. a) Hallar el resto de la division de P por (x —3)(x +2), si P(3)=1y P(-2)=3
b) Calcular el resto de la divisién de P(x) = x" = 2x"* + 2 por x* + x.

c) Los restos de dividira P(x) por (x+2) , (x-3) y (x+1)son 3, 7 y 13
respectivamente. Calcular el resto de la division de P(x) por (x + 2)(x — 3)(x + 1)

d) Calcular el resto de la division de P(x) = (cos a + x sen a)" por x* + 1.

10. Sea P € R[X] y Q(x) = x> — 2x* + x. Hallar el resto de la divisién:de P'por Q
sabiendoque P(0)=-1; P(1)=3; oP(1)=-3.

11. Encontrar todos los z € C tales que z'7°=-2"i.
12. Hallar z; y z, tales que ambos sean soluciones de (1—i)z” = (2+2i)Z y que ademéas

verifiguen Re(z,)<0; Im(z,-Z,)>0.

13. Encontrar un polinomio P e R[X] de grado minimo que tenga por raices a las
soluciones de la ecuacion  (2Imz—iRez)* =-5+12i.

14. Hallar un polinomio P e R[X ] de grado 4, que cumpla las siguientes condiciones:

i) el coeficiente principal de P'es igual a 6 i) —1-iesraizde P

iii) el cociente entre dos de sus raices reales es igual a4  iv) P(0)=192

15. Graficar los zie C tales que z*=(7)" y |Re(z)|<1.

16. Hallar todos los z € C tales que z° =i(Z)™ e Im(z%) <O.

17. Hallar un polinomio P e R[X] , de grado minimo, que tenga por raices a todas las

- -, — - 4
soluciones de la ecuacion z*Z =2ilz|".

18. Hallar todas las raices de P(x) = x* —4x®+3x* +8x—10 sabiendo que la suma de
sus raices reales es igual a cero.

19. Se sabe que el polinomio P(x) = x* —2x* + 2x* —8x —8 tiene alguna raiz imaginaria

pura. Hallar todas las raices de Py escribir P como producto de polinomios de grado 1.
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