Practica 7

PRACTICA 7

AUTOVECTORES Y AUTOVALORES
DEFINICIONES Y PROPIEDADES

Sea A € R™. Un vector v e R", v # 0, es un autovector de A (o vector propio), si

existe 4 € R tal que Av = Av.
Diremos que el nimero A es un autovalor de A (o valor propio) y que el vector v es un

autovector de A asociado al autovalor A.

Sea f:V — V una transformacion lineal. Un vector v € V, v # 0, es un autovector de f

asociado al autovalor 4,si (V)= Av.

El conjunto S;= {v € V /f(v) = Av } es el subespacio asociado al autovalor A.

Sea f:R" — R" una transformacion lineal. Si v es un autovector de f asociado al
autovalor L y A= M(f), entonces V es un autovector de A asociado al mismo

autovalor A, pues Av=f(v)=Av

Propiedad: A es autovalor de A si y s6lo si la matriz A — Al no es inversible, o sea, siy

solo si det(A— Al) =0.

El polinomio P(4) = det(A— Al)se llama polinomio caracteristico de A. Su gradoesny

los autovalores de A son raices de P.

Propiedad: Si Ai# 4.V i#] y Vi, ..., V, son autovectores de A asociados a los auto-

valores 4, .../ A, tespectivamente, entonces { Vi, ..., Vr } es linealmente independiente.

La transformacion lineal f:V — V se dice diagonalizable si existe una base B de V tal

que Mg(f) es diagonal.

Propiedad: Si f: V— V es una transformacion lineal y B es una base de V formada

por autovectores de f, entonces M (f) es diagonal.
Propiedad: Sidim V=n y f tiene n autovalores distintos, entonces f es diagonalizable.

Propiedad: Si By B’ son dos bases de V,y f:V — V es una transformacion lineal,

entonces las matrices M, (f) y My (f) tienen los mismos autovalores.
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Una matriz A € R™" se dice diagonalizable si existe una matriz diagonal D € R™"y

una matriz inversible C € R™" tales que A=CcDC"

Propiedad: Una matriz A € R™" es diagonalizable si y sélo si tiene n autovectores

linealmente independientes, Vi, ..., Vy.
A e o 0

Y
. N 2
En este caso C es la matriz cuyas columnas son Vi, ..., Vo, y D= | . ,

donde J; es el autovalor asociado a vi;.

EJERCICIOS

Ejercicio 1.- Para cada matriz calcular todos los autovalores y para cada uno de ellos

hallar el subespacio asociado.

-7 5 4 2 2 =1 4 1
a) b) c) d)
—-10 8 3 3 -4 2 0 4
2 3 -1 1 2 -1
3 -5
e)|—-1 1 4 ) [1 1} 2|0 -5 —4
1 2 -1 0 8 7
Ejercicio 2.-
0 0 -3
a) Hallar todos los:k € R paralos cualesA=|1 0 —1| tiene a 1 como autovalor.
k 1 —1

b) Paralos valores de k hallados, calcular todos los autovalores de A.

Ejercicio 3.- Encontrar una base B de R’ para la cual M () sea diagonal.

3 -1 1
a)f: R’ >R talque M(f) =0 —5 0
0 7 2
-2 -2 4
b)f:R* >R’ talque M(f)=| 0 4 0.
-6 —2 8
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Ejercicio 4.- Sean B= { (1, 1, 1); (0, 1, 1); (0,0, 1) } y f: R’ > R’ lat. . definida por

50 0
Mg(f) =| 3 1 —1|.Encontrar una base B’ de R’ tal que M.(f) sea diagonal.
-1 0 3

Ejercicio 5.- Sea B = {(1, -1, 0); (0,0, 1); (-3,2,0)} y f: R’ > R’ lat.l. tal que

-3 2 9
Mg (f)=| 4 4 —9|.Decidirsi fes diagonalizable.
2 0 -6

En caso afirmativo, encontrar una base B’ tal que M;.(f) sea diagonal:

Ejercicio 6.- Determinar si la matriz A es diagonalizable; en caso afirmativo encontrar

matrices C y D tales que D es diagonaly A=CD C™".

3 s 1 -1 4 1 -2 4
a)A=[3 1] bA=[3 2 -1 )A=[3 —4 6
2 1 -1 5 -5 9
1 -1 1 446776
dHA=|-1 1 1 )A=|(1~ 3 2
-1 -1 3 S )
0 2.2
Ejercicio 7.- Dada A=12 3 4|, calcular A".
2 4 3
00 -3
Ejercicio 8.-Sea f: R' 5> R’ talqueM(f)=| 1 0 —1|yS=((a+3,a’~4,1)).
—2 1 -1

Hallar todos los valores de a € R para los cuales f(S)=S.

Ejercicio 9.- Sea f: R’ — R’ la transformacion lineal dada por
f (X1, X2, X3) = (4X; + 4%, + 4X3, 5X; + 7% + 10X3, —6X; — 7% — 10X3).

2 1 0
Encontrar una base de B de R” tal que M (f)y=10 2 0].
0 0 -3
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EJERCICIOS SURTIDOS

0 0 2
1. Se sabe que lamatrizA=|—1 0 —1| tiene un autovalor igual a —2.
k 3 —1
Decidir si A es diagonalizable.
2 0 0
2. Sea f: R’ — R’ la transformacion lineal tal que M(f) =[3 5 —6].
3 3 —4

Hallar una base Bde R®, B = {(-1,1,0), 2, v3} tal que M (f) sea diagonal.

3. Sea {vi, v, V3} una base del espacio vectorial Vy f: V.-V lat.l. definida por:

f(vi)=-Vvi—2vy; (Vo) =V +2Vy; f(v3)=2v;. Hallar una base de autovectores de f.

3
4.SeaB={v),V,,V3} base de R’y f: R’ %R’ latl tal que M (f) =| 0
~1

S b O
N OO

Hallar los autovalores y autovectores de"f. ;Es f diagonalizable?

5-Sea f:R > R, f(Xi;Xo X3) = (—2X1 + 2X3, —7X1 — 3%2 + X3, aX1 + 4%3).
Determinar  para que f no sea isomorfismo y decidir si existe una base B de R” tal

que M, (f) seadiagonal.

6.Sea feR S R latl (X, X, X3) = (2% + X2 — X3, 3% + 2X3, —X3).

Hallar una base B de R’ tal que M (™) sea diagonal.

7.Sean S={x e R*/3x;+ X2 — X3 +4x4=0} y T=<(1,1,0,-1), (~1,0,1,0)>.

Hallar una t.1. f: R* — R* tal que sus autovalores sean 3,2y 0; Inf=T y NufcS.

8. Sean B = {(0,1,1), (1/2,~1/2,0), (0,0,~1)} una base de R’ y f: R’ —» R’ lat.l. tal que

32 2
Mg (f) =14 0 —2|. Hallar una base B’ tal que M. (f)sea diagonal.
5 2 1
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9. Sean B = {(0,0,1), (1,0,0), (0,1,0)}; B"= {(0,0,-1), (-1,-1,-1), (3,2,1)} y
1 00

f:R’ > R’latl talque Mg, (f) =|0 2 0]. Hallar los autovalores de f o f.
01 2

10. Sea B = {(1,0,-1), (0,2,1), (-1,3,2)} y f: R’ > R’ lat.l. tal que
0 2 a

Mg(f) =|0 b 2|.Encontrar ayb paraque f(-1,-1,0)=(-1,-1, 0).
1 0 1

Para los valores hallados, decidir si f es diagonalizable.

2 a 2
11.Sea A=| 0 b -2 1.
1 a+2b 2

Determinar a 'y b para que (1,—1,0) sea autovector de A.

-3 0 0
12. Dada lamatriz A=| -8 5 —4 |, hallar k e R sabiendo que 1 es autovalor de A.
-8 8 k

Para ese valor de k, determinar si A es«diagonalizable.

13. Sean B={v; vo; v3} vy B’={v; vi—wv3; v, + v3} basesde R’ y sea f: R°> R’

0 4 4
tal que Mg, (f)=| 1 -4 -31. Decidir si f es diagonalizable.
0 -1 0

14. Sean B’= {V|, V2, Va}'y B”’= {V,+V3; Vo-V;; V,} bases de V. Sea f: V>V lat. 1. tal

-3 1 0
que My (f)=| 0 -1 -3]|ysea g: V-V definida por g(v)=f(v) —2v.
2 0 0

Hallar una base B de V tal que M;(g) sea diagonal.

15.Sea f:R® —>R® unat.l. que verifica: f(1,1,0)=(2,-10, k) ; f(0,-1,0)=(0,3,0) y
f(0,1,1) = (2,-2, 4).
Hallar, si es posible, los k € R para los cuales fno es monomorfismo.

Para los valores de k encontrados, decidir si f es diagonalizable.
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0 0
-k* 1.
5-k 0 =2
Hallar todos los valores de k para los cuales 1 es autovalor de f y fes diagonalizable.

16. Sean B ={(1,-2,2);(0,-1,0);(0,1,-1)} y f: R’> R’ lat. 1. tal que
2
0

MEB(f):

17.Sean B={v;v,;v;} y B'={v;;v,+V,;—v, -2V, —V,} basesdeune.v. V y

5 2 2
f: V>V latransformacion lineal tal que Mg, (f)=/0 1 a|.
0 -1 4

Hallar, si es posible, una base de autovectores de f, sabiendo que 2v, —V,.es un
autovector de f.
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