CICLO BASICO COMUN — UBA - ALGEBRA A (62) (INGENIERIA)

Practica 2

Nimeros Complejos

Definiciones y propiedades

El conjunto C de los ntimeros complejos se define como
C={z=a+bi/abcR, i*=-1}

La representacion z = a + bi de un ntmero complejo se llama la forma binémica de z, a
se llama la parte real de z y escribimos Re(z) =a,y b se llama la parte imaginaria de z y
escribimos Im(z) = b.
Dados z,w € C,

z=w <= Re(z)=Re(w) e Im(z) = Im(w).

Siz=a+biyw=c+di, definimos la suma'y el producto de z y w enla forma
z+w=(a+c)+ (b+4d)i (suma)

zw = (ac — bd) + (ad + be)i (producto)

La suma y el producto son asociativos y conmutativos y, ademas, vale la propiedad distribu-

tiva del producto respecto de la suma.

Notacion: a + (—b)i=a —bi, a+0i =a, 0+ bi = bi.

Si z =a+ bi € C, llamaremos conjugado de z al namero complejo Z = a — bi y médulo de z

al namero real no negativo |z| = va? + b?. Se verifican:

a) 2z = |z b) siz#O,z‘lzé
Propiedades de'la conjugacion:
Cl) Z=z C)z+w=zZ+w C3) zw=2zZw
C4) siz#0,z71=2"! C5) z+Z =2Re(z) C6) z—Z =2Im(z)i
Propiedades del médulo:
Ml) z=0 < |z| =0 M2) |z| = |z] M3) |zw| = |z| |w|
M4) |z| = |-z M5) siz #£0,|z71] = |z| ! M6) siw #0, %( = ’%
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Siz=a+bi e C,z#0,llamaremos argumento de z al tnico niamero real arg(z) que verifica

0 < arg(z) < 2, cos(arg(z)) = % y sen(arg(z)) = %

La forma polar o trigonométrica de z es
z = |z| (cos(arg(z)) + i sen(arg(z)))
Se verifican:

» si z=p(cos(a)+isen(a)) con p,a € R, p > 0, entonces |z| = p y arg(z) = a + 2k
para algin k € Z.

m siz=p(cos(a)+isen(a)) y w=1(cos(B)+isen(B)),conp,a € R, p >0y 7, LER,

T > 0, entonces

Zz=W <= p=T y '&=p+2km para algunk € Z.

SizeC,z=|z|(cos(a) +isen(a)), la notacion exponencial de z es z = |z|e™™.

Teorema de De Moivre. Sean z,w € C, z #2 0, w # 0.

Si z = |z| (cos(a) +isen(a)) y w =|w| (cos(B) +isen(B)), entonces
zw = |z||w| (cos(a + B) +i sen(a 4 p))

es decir,
|z e |w| e = |z] [w] /P,

Como consecuencia, se deduce que:

27l = |z2|7" (cos(=a) + i sen(—«)) esidecir, z71 = |z| e i
z = |z|(cos(=a)+isen(—a)) esdecir, z = |z[e ™

% = ‘%(cos((x — B) +i sen(a —B)) es decir, % = %e““‘ﬁ)
z" "= |z|"(cos(na) + i sen(nw)) esdecir, z' = |z|"el(™)

Siw € C, w# 0, una raiz n-ésima de w es un nimero z € C tal que z" = w.Si z es una raiz

n-ésima de w, entonces

2 = fulr (cos(TELLEET) 4 joen (MBI 20T) )

para algiin niimero entero k talque 0 <k <n —1.
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. Dar la forma binémica de z en los casos
a) z=1—i(2+1i)
b) z=(1+2i)(3— i)2

c) z=(3+4i)!

Ejercicio 2. Hallar todos los ntimeros complejos z que/satisfacen

a) (14+i)z+5=2-3i b) i(z=5) = (1+3i)z
z—1 , 240 0 2420
Z =2 d =

C) z T ) z z+1

Ejercicio 3. Dar la forma binémica de todos los nimeros complejos z que satisfacen
a) Z(z+1)=11+43i
b) Re(z).z=4+6i

c) Im(z).z +iRe(z).Z = 2Re(z)dm(z)

Ejercicio 4. Dados z = 1+ 3i'y w = 4 + 2i, representar en el plano, sin calcularlos, los

numeros complejos z, —z, 2z, =3w, ~w, z+w, w —z y Z—=3w.

Ejercicio 5. Sabiendo que 2 +2i; -2+ 2i; —2 — 2i y 2 —2i sonlos vértices de un cuadrado de
lados paralelos a los ejes cuyas diagonales se cortan en z.= 0, hallar wy, wp, w3, ws € C que
sean los vértices de un cuadrado de lados paralelos a los ejes del mismo tamafio que el dado

pero cuyas diagonales se corten en z = 3 4 5i.

Ejercicio 6. Calcular |z| en los casos

a) z = i(45 3i) b) z=(1+1i)®
) z=+5(1+2i)71 (1+1) d) z=1-i(2+1)
e) z=(=7i)|(1—i)7! ) z=v2(-1+i)"1(3+1i)8

V3

Ejercicio 7. Dado z = 5 + Ti' hallar 4,b € R no nulos tales que w = a + bi sea multiplo

real de z y la diagonal del rectangulo de vértices 0, a, w y bi en el plano complejo mida
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a) 7 b) 15 c) k,donde k es un niimero

real positivo dado.

Ejercicio 8. Representar en el plano complejo

a) {zeC: |z| =2} by {zeC: |z| <2}

() {zeC: |z—1+i] =2} d) {z€C: |z—1%i <2}

e) {zeC: |z—141i| > 2} f) {z €C: Re(z) +Im(z) =1}

2) {z € C:Re(z) +Im(z) > 1} h) {zeC:Im(z) <2Re(z) +1y |z| < 1}

Ejercicio 9. Representar en el plano complejo
a) {zeC/lz—1| = |z+i|}
b) {z€C/|z—1-2i| <2yIm(z) > Re(z) — 1}
c) {zeC/|3z=3| > 6y |z| < |z—1=il|}
Ejercicio 10. Escribir en forma binémica todos los z € C tales que
a) 22 =3+4i b) z2 = —8i

) 22-2z+5=0 d) z(z+1) =5+5i

Ejercicio 11. Sin calcular Re(z) e Im(z), representar en el plano complejo

a) z = 2(cosm + i senr) b)z=3 <cos§7r + isen%n)
c) z= 77‘(—|—i 77‘( d) z=5 37T+i 371'
= cos; sen z=5|cos; sen

Ejercicio 12. Hallar el médulo y el argumento de z 'y expresar a z con la notacién exponencial

en los casos

a) z=+7 b) z=-2 c) z= —6i

d) z=2+2i e) z=+V3+i f) z=—1—+/3i
) z= -3 1—77r—|—i n1—77r h) z = Zn—i nzn

Q) z= cos— sen— = cos; sen
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i)z—4< 7T+i nn>1 ) cosﬂ—i—icosz
=4 (cos sen— j G G

Ejercicio 13. Representar en el plano complejo

a) {zeC/1< |z| <4yarg(z) = %}
D {ze€C/|z—1] =3y0 < arg(z) < g}
c) {z€ C/Re(z) > Im(z) y m < arg(z) < Zn}

Ejercicio 14. Hallar la forma polar de z en los casos

(1 V3, . , T o T
a) z=(1+1) (E + 71) b) z=1(=3i)(—1+1) (cosg +i seng)
5
) z=(—-1++/3i)82+2i)7! d) z= (sen27n —i coszg)
Ejercicio 15. Hallar la forma binémica de z en los casos
D) 2= (—V3+0)5(1—i) D ———
(1+ \/gi)ll
(BB O N
C)Z_(—l—i)31 d)Z—3<c055+zsen5>

Ejercicio 16. Hallar las raices n-ésimas de w y expresarlas con la notacién exponencial en los

casos
a)n=3,n=4yn=6, w=1 by n=6, w=-1
1 V3, .
:4 = — _ = =
c) n , w 2+21 d n=5, w=i
) n=3, w=5-5i flin=4, w=-8+83i

Ejercicio 17. Determinar todos los z € C que satisfacen

- —1+4i\°
a) z6 = —1 b) z° = iz2 028:< )
) ) ) VR
d) z¢ = -7 e) 22 +4ilz| =0 f) 20 = (1+2i)°
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Ejercicio 18.

a) Hallar los vértices de un hexdgono regular inscripto en la circunferencia de centro zgp = 0

y radio 2 y que tiene a 2 como uno de sus vértices.

b) Hallar los vértices de un hexdgono regular que esté inscripto en: la circunferencia de

centro zp = 1+ y radio 2.

c) Hallar los vértices de un hexagono regular que esté inscripto en la circunferencia de

centro zp = 1+ y radio 4.

d) Hallar los vértices del hexdgono regular inscriptoen la circunferencia de centro zgp = 0
y radio 2 que se obtiene rotando en sentido antihorario el hexdgono hallado en 4) en un

an ulozx—z

e) Hallar los vértices del hexdgono regular inscripto en la circunferencia de centro zgp = 0

y radio 2 que tiene dos de sus vértices:sobre el eje imaginario puro.

f) Hallar los vértices del hexdgono regular que tiene a w = 3 + 4i como uno de sus vértices

y que estd inscripto en una circunferencia de centro zp = 0.



