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Practica 3

Polinomios

Definiciones y propiedades

En lo que sigue, K significa Q, R o C.

Un polinomio con coeficientes en K es una expresion de la forma
n .
P(x) = agx® + ayxt 4 apx® + i ax = 2 a;x!
j=0

conne€Ngya€Kparaj=0,...,n.
Indicaremos con K[x] al conjunto de polinomios con coeficientes en K y consideramos en

K[x] las operaciones de suma y producto usuales.

Dado P € K[x] nonulo, P(x) = agx® + aqx" + ax*> 4+ - - - + a,x" con a; # 0,decimos que a,
es el coeficiente principal de P y definimos el grado de P como gr(P) = n. Por convencion, el

polinomio nulo no tiene grado.

Propiedades. Dados P,Q € K[X], P#0y Q #0,
" gr(PQ) = gr(P) +8r(Q);
» si P+ Q # 0, entonces gr(P+ Q) < méax{gr(P),gr(Q)};
= si gr(P) # gr(Q), entonces gr(P + Q) = max{gr(P), gr(Q)} -
Algoritmo de divisién. Dados P, Q € K[x|, Q # 0, existen tnicos S, R € K|[x] tales que
P=QS+R y R=0o0 gr(R) < gr(Q).
El polinomio R se llamael resto de la divisionde P por Q. Cuando este resto es el polinomio

nulo (es decir, si P = QS), decimos que P es divisible por Q o que Q dividea P.

n .
Dados P € K[x], P(x) = Y a;x,y z € K, llamaremos especializacion de P en z al nimero
j=0

n .
P(z) =) _ajz y diremos que z es raiz de P si P(z) = 0.
j=0

Teorema del resto. Sean P € K|[x] y z € K. Entonces el resto de la divisién de P por x —z es

igual a P(z).En particular, z esraizde P siysélosi x —z dividea P.
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Si P € K[x] y z1,22,...,2, son r raices distintas de P, entonces

P=(x—2z)(x—22)...(x —2).Q
para algan Q € K|x].

En consecuencia, si P € K[x] tiene grado 7, entonces P tiene a lo.sumo # raices en K.

n .
Teorema de Gauss. Sea P € Z[x], P(x) = Za]-x], con a, # 0 yay #0.5i g € Q esraiz de
i=0

]
P (con p € Z y q € N sin factores primos en comtn), entonces p es un divisor de ap y g es

un divisor de 4, .

Teorema fundamental del dlgebra. Si P € Clx] y gr(P) > 1, existe z € C tal que z es raiz
de P.

Propiedad. Si P € R[x] y z € C, entonces z es raizde P siy s6losi z esraizde P.

Sea P € K[x] y sea k € N. Diremos que z € K es una raiz de P de multiplicidad k si existe
Q € K[x] con Q(z) # 0 tal que P(x) = (x=2)*Q(x).

n . L :
Dado P € K[x], P(x) = Y_ ajx/, el polinomio'derivado de P es oP(x) = Y_ jajx)™" € Klx].
L =

j=0
Propiedades. Dados P,Q € K[x] y a € K,
a) (P + Q) = 0P +9Q b) 3(PQ) = (aP).Q + P.(9Q) ¢)d(ax’) =0

Escribimos 9P = 9(dP), 9°P = 9(d*P) = 9(3(dP)), 0P =a(3" 'P) = 3(3(... (aP))).
Propiedad. Si P € K[x] y z € K, vale que z es una raiz de P de multiplicidad k siy s6lo si
P(z) =0, 3P(z) =0, *P(z) =0, ...,0* 'P(z) =0 y o*P(z) # 0.

Dados un polinomio f € R[x] y xp € R una raiz de f, el'orden de contacto entre la curva y =
f(x) yeleje x enelpunto (xg,0) eslamultiplicidad de xp.comoraiz de f.Ma4s generalmente,
si f,g € Rlx] yxop € Res tal que f(xg) = g(x0), el orden de contacto entre las curvas

y = f(x) e y = g(x) enel punto de abscisa xg es la multiplicidad de xo como raizde f —g.

Polinomio interpolador de Lagrange. Sean ag, a1, .. .,a, € K tales que a; # a;j si i # j y sean
by, by, ..., b, € K.Existe un tinico polinomio L € K[x],con L =0 o gr(L) < n, que satisface
L(a;) = b; patai=0,1,...,n. Este polinomio es

n

[T(x—a)

n k=0

L(x) = Y biLi(x) donde Li(x) =

n

=0 [ (ai —ap)

k=0
k#i
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EJERCICIOS

Ejercicio 1. Calcular PQ, P +3Q y (P + 2x)xQ?, indicando en cada caso el coeficiente prin-
cipal y el grado.

a) P(x)=2x>—-3, Q(x) = x*
b) P(x) =3x>-2x—1, Q(x) = —x*>+1
c) P(x)=x*>—x,Q(x) = —x*>+3

d) P(x)=-2x+3, Q(x) =x+2

Ejercicio 2. Determinar el grado del polinomio P-sabiendo que (1 + x?Q)xP tiene grado 11

y que Q es un polinomio de grado 5.
Ejercicio 3. Hallar, si existen, a,b,c € R talesque x> + 8x = a + bx? + c(x+1)(x +3).

Ejercicio 4. Hallar el cociente y el resto de la divisién de P por Q.
a) P=2x*—-15x>-5x+1,Q=x—-3
b) P=x>—2x34+4x2—3x+4, Q=x2+1

) P=4x+x3+x+1, Q=2x> —x+1

Ejercicio 5. Determinar todoslos.a € R tales que x* — 2x® + 2x?> — 8x — 8 es divisible por
2
X +a.

Ejercicio 6. Determinar todoslos a € R tales que
a) P(2) = —6,para P(x) = ax> —x
b) P(x) =2x* =8ax? + 1— 5a tenga a cero como raiz
¢) P(—1) =a,para P(x) = ax*> + ax+5

Ejercicio 7. Determinar todas las raices de P en los casos
a) P(x) =x>+(1—i)x+2—2i

b) P(x)=ix®—1
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Ejercicio 8. Determinar todas las raices de P en C y escribirlo como producto de polinomios

irreducibles en C|[x] y en R[x].
a) P(x)=3x3+x>+12x + 4

b) P(x) = %x3 +2x% + gx —~7

c) P(x) :x4+zx3+§x2—2x—1
2 2

d) P(x) = (5x*+5)(x? —2)

e) P(x)=4x*—9x>—-9

f P(x) =x*+5x>+9x*> +8x +4

) P(x) = x* — x3 —9x2 — x — 10, sabiendo que i esraiz
8 q

h) P(x) =3x> —4x* +7x> 4+ 19x? — 22x 4 5, sabiendo que 1 + 2i es raiz

Ejercicio 9. Determinar todas las raices de P en C.
a) P(x) = x* — x®+ 3x% — 4x — 4, sabiendo que tiene una raiz imaginaria pura.

b) P(x) = x® — (3 + 3i)x? + 8ix + 4 — 4i, sabiendo que tiene una raiz real.

Ejercicio 10. Determinar la multiplicidad de z como raiz de P.
a) P(x) = (x> +4)(x —2)3(2-8), z=2
b) P(x) =x0+xt —x>—1,z=i
c) P(x)=2x*—7x3+9x>—-5x+1, z=1
d) P(x)=2x*=7x3+9x2 -5x+1, z= %
Ejercicio 11. Sabiendo que P tiene una raiz multiple, hallar todas sus raices y escribirlo como
producto de polinomios de grado 1.

a) P(x)=4x>+ 8v/3x> + 15x + 3./3

b) P(x) = x>+ 3ix> + 4i
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Ejercicio 12. Sea P(x) = 3x° + ax* + ax + 3. Hallar a € R para que —1 sea raiz mltiple de
P. Para el valor hallado, calcular la multiplicidad de —1 como raiz de P y escribira P como

producto de polinomios irreducibles en R[x] y en Clx].

Ejercicio 13.

a) Hallar P € Clx] de grado minimo que tengaa —1 comoraiz, a 2+ 3i como raiz maltiple

y que verifique P(1) = 20.

b) Hallar P € Rx] de grado minimo que tengaa —1 ya 2 + 3i como raices y que verifique
P(2) =3.

¢) Hallar P € R[x] monico de grado minimo que tengaa —1 como raiz y a 2 + 3i como

raiz doble.

Ejercicio 14. Determinar el orden de contactode las curvas y = f(x) e y = g(x) enel punto

de abscisa xg.
a) f(x)=—-3x"+x3+2x?, ¢(x) =0,x =0
b) f(x) =x>+5x3—3x* —7x2 +6x—2, g(x) =0, xo =1
o f(x)=x>—2x2+x+1, gx) ==2x>+x+1,x=0

d) f(x)=x*+x3+x2+5, ¢(x)=-2x3+1, xg = -2

Ejercicio 15.
a) Encontrar la ecuacién de una parédbola que pase por los puntos (1,—1), (0,1) y (2,2).

b) Encontrar un polinemio P de grado a lo sumo 3 que verifique P(1) = 2, P(0) = —1,
P(2)=2y P(-1) = 1.



