Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 4 - Limite de funciones

Practica 4 - Parte 1

Limite de funciones

En lo que sigue, veremos cémo la nocién de limite introducida para sucesiones se extiende
al caso de funciones reales. Esto nos permitird estudiar el comportamiento de una funcién
f ”en el infinito” (es decir, los valores f(x) para x “grandes” en valor absoluto) y en los
"bordes” de su dominio de definicién, de manera de obtener informacién ttil para la cons-

truccién del gréfico de f.

1. Limites en el infinito - Asintotas horizontales

Comenzaremos estudiando el comportamiento de una funcién de variable real x para valo-

res “grandes” de x, ya sean positivos o negativos.

Consideremos la funcién f cuyo grafico es el siguiente:

—00 <X X — +0o0

Cuando x toma valores positivos muy grandes, f(x) toma valores cercanos a 2; mds preci-
samente, los valores de f(x) se acercan tanto como se desee a 2 si se consideran valores de
x positivos suficientemente grandes. Se dice, entonces, que f tiende a 2 cuando x tiende a mds
infinito o que el limite cuando x tiende a mds infinito de f(x) es 2, y se nota:

=2
Ademas, se dice que la recta de ecuaciéon y = 2 es una asintota horizontal para f.
Por otra parte, cuando x toma valores negativos suficientemente grandes en valor absoluto,
f toma valores tan cercanos a 7 como se quiera; es decir, el limite cuando x tiende a menos
infinito de f(x) es 7. Esto se nota:

lim f(x)=7.

X——00
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En este caso, se dice también que la recta de ecuacién y = 7 es una asintota horizontal para f.

Para la funcién g cuyo gréfico es

y=g(x)

y

—ooex\/ \/x—>+oo

tenemos que, cuando x tiende a mds infinito y a menos infinito, g(x) toma valores arbitra-

riamente grandes, es decir:

lim g(x)=+4c0 y lim g(x)=4oo.

X——00 X—+00

En este caso, no hay asintotas horizontales.

Finalmente, consideremos la funcién h cuyo grafico es el siguiente:

Ny
,,,,,,,,,,, L\/\/\/x—>+oo

= h(x)

Aunque tenemos que
lim h(x)=-1,

X——0Q
cuando analizamos el limite cuando x tiende a mads infinito, no ocurre ninguna de las situa-
ciones que hemos visto: los valores de /(x) no se acercan a ningtin ntimero particular ni se
van a mas o menos infinito; por lo tanto, no existe lim &(x). Para esta funcién, la recta de

X—+00
ecuacion y = —1 es asintota horizontal.

En la entrada ”"Limites en el infinito” se pueden encontrar las definiciones matematicas pre-
cisas de estas nociones. Sin embargo, para poder entender mejor el concepto de limite, reco-

mendamos, en primer lugar, concentrarse en los ejemplos que presentamos a continuacion.
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1.1. Limite en infinito de funciones dadas por fé6rmulas

Presentamos ahora algunos ejemplos de calculo de asintotas horizontales para funciones

dadas por su férmula f(x) y la informacién que esto nos provee en relacién al grafico de f.

2x2

2x=6
B Ejemplo 1. Consideremos la funcién f(x) = B

Esta funcién esta definida en todo R. Para calcular su limite en +o00, podemos proceder en

forma andloga a lo visto para sucesiones:

212 222

lim f(x) = lim — = lim = 2.
X—>—f00 x40 x2 +1  x—Hoo 1
%<1+ = )
N
—0

Por otro lado, observamos que, como la variable aparece al cuadrado en la expresion de f,
cuando x tiende a —oo el comportamiento de la funcién es igual al que tiene cuando x tiende

a +oo, de modo que

Jim f(5) =2
2x? s
Observamos que 211 < 2 para todo x, con lo que el aspecto del gréfico de f en +co y en

—o0 es aproximadamente:

I S
N T w
—00 X X — +o0

"“y Ejemplo 2. Sea g(x) = ex.

El dominio de la funcién g es el conjunto R — {0}. Para calcular los limites de esta funcién

. . 1
en 400y en —oo, observamos, en primer lugar, el comportamiento del exponente —. Vemos
x
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. 1 o .
que, cuando x tiende a —o0 0 a 409, el exponente — toma valores arbitrariamente chicos, es
X

decir, tiende a 0. Entonces:

lim ¢(x) = lim e//lx\ = =1
X——00 X— 00
y, de la misma manera,
A 80 =1

Asf, la recta de ecuacion y = 1 es una asintota horizontal para g tanto en —co como en +-oo.
Con el objeto de hacer un grafico aproximado de la situacién, queremos determinar si el

gréafico de f se halla por arriba, por debajo o interseca a la asintota horizontal. Para esto,

. ) . 1
analizamos mds en detalle los valores que toma la funcién. Para x > 0, tenemos que — > 0
x
.1 0 , 1
y, en consecuencia, ex > e’ = 1, mientras que para x < 0, tenemos que — < 0, con lo cual
x

1
ex < ¢ = 1. Asi, el gréfico de f estard por arriba de la recta y = 1 cuando x — +o0 y por

debajo de la recta y = 1 cuando x — —oo:

En los ejemplos siguientes veremos que, cuando una recta y = vy es asintota horizontal de

una funcién f, no siempre lo es en 4-c0 y en —co (ver, también, los graficos al comienzo).

2x=6|

"“y Ejemplo 3. Consideremos la funcién f(x) = e*.

Esta funcién esta definida en todo R y sabemos que

lim e*=0 y lim e' = +oo.
X——00 X—r—+00

Por lo tanto, la recta de ecuaciéon y = 0 es asintota horizontal para f, pero el grafico de f “se

acerca” a esta recta solamente cuando x tiende a —oo:
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—00 < X X — oo
2x=6
HFsE . x
4 Ejemplo 4. Sea g(x) = RIET

Nuevamente se trata de una funcion definida en todo R.

Para calcular el limite cuando x tiende a —oo, nos interesan los valores de x grandes en valor

absoluto, pero negativos. Para estos valores, tenemos que x < 0y, por lo tanto, |x| = —x.
Entonces:

. . X . X . X

hmg(x)=11m||+1:11m +1:l1m —1:—1

X——00 x——00 [X xX——00 —X X—»—00
x( -1+ )
X

y la recta de ecuacién y = —1 es asintota horizontal para g en —co.

Por otro lado, cuando estudiamos el limite cuando x tiende a +o0, nos interesan los valores

de x grandes. Estos valores cumplen que x > 0y, en consecuencia, |x| = x. Entonces:

. 1 X g x . X o
x1—1>r—&1:100g(x) _x1—1>r—|1:100 |x|-|—1 _xl—l>Toox+1 _x1—1>r—|liloox< 1) =1

y la recta de ecuaciéon y = 1 es asintota horizontal para g en +co.
De este modo, vemos que ¢ tiene un comportamiento distinto en —oco que en +o0; més atn,

tiene dos asintotas horizontales distintas.

Con la informacién obtenida y, observando que > —1 para x < 0 (lo que nos dice

—x+1
que el gréfico de g esta por encima de la recta y = —1 para x — —o0) y que

_T_ 1 < 1 para
x > 0 (con lo que el gréfico de g estd por debajo de la recta y = 1 para x — +0o0), concluimos
que el aspecto del grafico de g en —co y en +o0 es aproximadamente:
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—00 < X X — +oo

1.2. Propiedades y mas ejemplos

Las propiedades y técnicas vistas para el calculo de limites de sucesiones se extienden al caso
de limites de funciones; en particular, el dlgebra de limites y las propiedades del “sandwich”

son véalidas también en el contexto de funciones reales.

2x=6/

_3\ . . . . . . z M
=4 Ejercicio 1. Para cada una de las siguientes funciones, calcular los limites cuando

x — 400y cuando x — —oo y dar las ecuaciones de las asintotas horizontales.

= f(x)=-3x"+x>-1

Solucién
Empecemos calculando el limite cuando x tiende a —co:
——00
lim f(x)= lim (=3 ;5\ + x2 —1) = +co.
—_—— X~

X——00 X——00
—+400 —+0o0

Al intentar calcular el limite cuando x tiende a +0o0, nos encontramos con una indeter-

minacion, ya que

—+oo
. . 5 2
——00 —+00

Para salvarla, sacamos como factor comtn la méxima potencia de x que aparece (la
idea es que, para valores grandes de x, el término que determina el comportamiento

de f es el de la mayor potencia de x):

—0 —0
lim f(x) = lim (-3x° +x*—1)= lim _«° <—3+ 1 >:_oo
x—-00 x—-00 X—>—00 ::/ x3 x5 ’
—-=3
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Como los dos limites son infinitos, | no hay asintotas horizontales para f |. O

s f(X)=VaZ—x+2—x

Solucion
El limite de esta funcién cuando x — —oo se puede calcular facilmente:
lim f(x)= lim Vx2—x+4+2 —x = +4oo.
X——00 X — 00 e N
— 400 — o0

Procediendo en forma analoga para calcular el limite cuando x — +o0, vemos que es-
tamos en presencia de una indeterminacién del tipo ”(+00) — (4-00)”. Como la funcién
es una diferencia que involucra una raiz cuadrada, intentamos salvar la indetermina-

cién multiplicando y dividiendo por la expresion conjugada /x> — x + 2 + x:

. _ . 2_ _ —
A S = A (2 orke )
—r+00 oo

(VP —x 42—/ —xr2+x) _

= lim
X—+-00 Vx2—x+2+x
) ) —Z
. Xt —x+2—x , —x+2
= lim = lim =
e
2 2
x(—1+25) x(—1+2)
= o N A
X o X (e8]
\/xz(l——+—2)+x Va2 [1— =+ 5 +x
X X X X
2
x(—147=) 1
= lim = —=
x— 00 1 2 2
x( (1——+;)+1)
. 1 ) .
La recta de ecuacion y = ) es asintota horizontal. O

3+ 14
A e

Solucién

Para comenzar, recordemos que lim 3* = +coy lim 3* = 0, ya que es una expo-
X—+00 X—r—00

nencial de base mayor que 1.
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En primer lugar, calculemos lim f(x).

X—40c0
Como lim 3" 44 = tooy lim 3 —2-3" = —oo, se trata de una indeterminacién
X——+00 X—r—+00

(e.¢]
del tipo ”—". Para salvarla, sacaremos factor comtdn en el numerador y en el denomi-
(e.¢]

nador:
3+l 44 3 (1 + 3x—|—1>
lim f(x) = lim ————— = lim =
X— 00 x—+o0 3 —2.3% X— 400 3
3 (5 —2)
33(
—0
4
= lim 3.3)((14_3”1) - i — _é
o xX— 400 )3)( 3 2 o —2 o 2
(&
~—~
—0
En consecuencia, | la recta de ecuacion y = —% es asintota horizontal para f en 4o .

Calculemos, ahora, Lim f(x).
X —00

Como lim 3*"!4+4 =4y lim 3-2- 3" =3, ellimite que queremos calcular es el

x——00 >~~~ X——00
—0 —0
cociente de estos dos limites:
3x+1 14 4
li x)= lim ——— =~
A S = 3T =
. 4 . .
Entonces, | la recta de ecuacién y = 3 €8 asintota horizontal en —co |. O
sen x
- )=

Solucién

Como no existen lim sen(x) ni lirf sen(x) (la funcién oscila entre —1 y 1; por lo
X—r—00 X—r+00

tanto, los valores que toma para x “grandes” en valor absoluto no se acercan a ningtn

valor en particular), no podemos aplicar el dlgebra de limites.

Miremos a la funcién f como un producto:

flx) = % sen(x)

1
La funcién p cumple que

lim 1:O y lim 1:O

X——00 X X——+00 X
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y la funcién sen(x) es acotada:

—1 <sen(x) <1.

Entonces, tanto en —oco como en +0c0, estamos en presencia de una situacién del tipo ”0

por acotado”. En consecuencia:

lim f(x)= lim 1 .sen(x) =0 y lim f(x)= lim % .sen(x) = 0.

X——00 X——o0 X N—— X—r+o00 xX—r+o00 N——
acot Y acot
-0 : —0 ’
La recta de ecuaciéon y = 0 es asintota horizontal para f. 0

[w]w[m] |]
ooo0
10

2. Limite en un punto - Asintotas verticales

Consideremos la funcién f cuyo gréfico es el siguiente:

x|— 1~
1

7

Observamos que, cuando x se acerca a 1 por la izquierda (es decir, considerando sélo valores
x tales que x < 1), la funcién toma valores positivos arbitrariamente grandes. En este caso,

decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a 1 por izquierda es +o0 y escribimos:

lim f(x) = 4o0

x—1—

(el signo — en 17 indica que la variable se acerca a 1 por izquierda).
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Asimismo, a medida que x se acerca a 1 por la derecha (es decir, considerando sélo valo-
res x tales que x > 1), la funcién toma valores negativos arbitrariamente grandes en valor
absoluto. En este caso, decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a 1 por derecha es —oo y
escribimos:

li = —
Sl = e

(el signo 4+ en 17 indica que la variable se acerca a 1 por derecha).

Consideremos ahora la funcién g cuyo grafico es el siguiente:

A

De manera similar al ejemplo anterior, observamos en el grafico que, cuando x se acerca a
1 por la izquierda, la funcién g toma valores negativos que se hacen tan grandes en valor
absoluto como uno quiera con tal que x esté suficientemente cerca de 1. Entonces:
lim g(x) = —oo.
x—1~
En cambio, cuando x se acerca a 1 por la derecha, vemos que los valores de g(x) se hacen tan
cercanos al niimero 2 como se quiera. Decimos entonces que el limite de g(x) cuando x tiende
a 1 por la derecha es 2 y escribimos:
lim g(x) = 2.
x—1F
Si el limite de una funcién, cuando x tiende a un valor xo por izquierda, da infinito (+4oo
0 —0), 0 bien el limite cuando x tiende a xp por derecha da infinito, o si se dan ambas
situaciones simultdneamente, se dice que la recta x = x( es una asintota vertical.
Por ejemplo, las funciones f y g de los gréficos de arriba tienen como asintota vertical a la rec-
ta de ecuacién x = 1 (si bien xl—i}ﬂ g(x) = 2 no es infinito, alcanza con que xlinll g(x) = —o0

para afirmar que x = 1 es asintota vertical para g).
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Los limites por derecha y por izquierda no necesariamente deben dar distinto, o infinito. Por

ejemplo, en la funcién & del siguiente grafico

Yo

N

vemos que dado un valor xy, si x estd suficientemente cerca de x (ya sea a la derechao a la
izquierda), los valores de h(x) estan arbitrariamente cerca del namero o = h(xp). Decimos,

entonces, que el limite de h(x) cuando x tiende a x es yo y escribimos:

lim h(x) = yo

X— X

(lanotacién x — xq significa que x se acerca a x( tanto por la derecha como por la izquierda).

En la entrada "Limite puntual” se puede encontrar la definicién precisa de esta nocién. Nue-
vamente, recomendamos, en primer lugar, centrarse en los ejemplos que mostramos en las

proximas secciones.

2.1. Limite puntual de funciones dadas por férmulas

A continuacién, veremos algunos ejemplos de cdlculo de limites y asintotas verticales para

funciones dadas por su férmula f(x) y la informacién que esto nos provee en relacién con

el grafico de f.
B 1
"“y Ejemplo 1. Consideremos la funcién f(x) = 2

El dominio de f es Dom(f) = R — {0}. Para valores ”cercanos” a 0, tanto si nos acercamos
por la derecha como por la izquierda, la funcién toma valores arbitrariamente grandes, es
decir:

1
li x)= lim — = li x) = lim — = +-oo0.
A Etp e ey W=

Luego, la recta de ecuacién x = 0 es asintota vertical para f y el grafico de f cerca de 0 es

aproximadamente:
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x—=0 0" «x

Ademads, podemos estudiar los limites en +co y en —oo, lo que nos da mds informacién sobre
el grafico de f:
1 1
lim — =0 y lim — =0

De este modo, deducimos que la recta de ecuacién y = 0 es asintota horizontal para f, lo

que se refleja en su gréfico como muestra la siguiente figura:

A

—00 ¢ X x — +o0

2x=6
x=al. 1
B Ejemplo 2. Sea g la funcién definida por g(x) = ex.

El dominio de g es R — {0}. Analicemos su comportamiento para valores cercanos a 0.

Cuando x — 0, el exponente — tiende a —oo, pues toma valores negativos y arbitrariamente
x

grandes en valor absoluto. Recordando el comportamiento de la funcién exponencial en —oo,

deducimos que

——00

~ =~
1

lim g(x) = lime x =0.
x—0~ x—0~
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De manera similar, cuando x — 07, el expone

miento de la funcién exponencial en oo impl

lim
x—0t

(x) = lim e x
x—0

1

nte — tiende a +oo y, entonces, el comporta-
X

ica que

— 400
1

—+00.

+

Asi, la recta de ecuacién x = 0 es una asintota vertical para g (pero el grafico de g se apro-

xima a esta recta solamente cuando x se acerca a 0 por la derecha). El gréfico de g cerca de 0

es aproximadamente:

x— 0"

Teniendo en cuenta la informacién que ya hab

en el infinito: .
Iim ex =1
X—r—00

y

famos obtenido sobre el comportamiento de g

1
lim ex =1
X——+00

y cémo se refleja en el grafico de g, concluimos que el aspecto del gréfico de g es el siguiente:

2.2. Propiedades y mas ejemplos

Al igual que en el caso de limites en el infinito, las propiedades bésicas que nos permi-

ten calcular limites, tales como el 4lgebra de limites, ”0 por acotado” y la propiedad del

”sdandwich”, se extienden también a limites en un punto.
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2x=6
sl o : : .
D Ejercicio 2. Para cada una de las siguientes funciones, determinar su dominio y dar

las ecuaciones de sus asintotas verticales y horizontales.

2x2 —3x +1
= f(x)—W

Solucion
Dado que f es un cociente de polinomios, el dominio de f estd formado por todos los

nimeros reales que no anulan a su denominador. Como las soluciones de x> — 1 = 0
sonx =1y x = —1, resulta que Dom(f) =R —{-1,1}|

Los valores de x que son candidatos a dar asintotas verticales son los "bordes” del
dominio de f, es decir, los x que no pertenecen al dominio pero a los que nos podemos
acercar por puntos del dominio; en este caso, x = 1 y x = —1. Estudiemos, entonces,

los limites cuando la variable tiende a estos valores:

—0

2_3x+1

2x° —3x +

li =lim ————
lim f(x) = lim ==
——
—0

. . o . 0 .
Estamos en presencia de una indeterminacién del tipo ”~”. Para intentar salvarla, co-
mo x = 1 es raiz del numerador y del denominador de la funcién, podemos factorizar

a cada uno de ellos (en cada caso, uno de los factores serd x — 1) y simplificar:

—1
—

~—
2x2 —3x+1 _ 3 (x—1y(2x—1) 1

lim X X0 _—
o 21 ol (x—1) (x+1) 2
;\/_/
—2

—6
/2—/_'\
2x" —3x+1
lim f(x) = lim 2—+ = o0
x——1 x——1 xc—1
N——
—0
Esto nos dice que |la recta de ecuaciéon x = —1 es una asintota vertical para f |.

Podemos obtener mds informacién sobre el comportamiento de f cerca de —1 anali-

zando los limites laterales y determinando el signo de los valores que la funcién toma
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a laizquierda y a la derecha de —1:

6
2 2 -
2xc —3x+1 ) 2xc—3x+1
Jm fo = tim == Im ey
S———

——2 —0~

Aqui, — 0 indica que los valores tienden a 0 por izquierda, es decir, siendo negativos
(cuando x — —17, se consideran valores x < —1, con lo cual x +1 < 0); luego, por
la regla de los signos, los valores que toma la funcién cuando x — —1~ son positivos.

Anélogamente, se obtiene que

6
/—j—\
lim f(x)= lim 2 —3x+1 . 2% -3x41
x——1+ Cxs-1t x2—1 0 s (x—1) (x+1)
—— ———~

—-2 —0

(donde — 07 significa que los valores tienden a 0 por la derecha, es decir, que son

positivos).

Determinemos ahora, si existen, las asintotas horizontales:

3 1
. oaosxy1 . X2+ 5)
lim f(x) = lim ———— = lim =2
X—+oo X400 x2—1 x—+o0 )(Z 1
1-23)

y, de la misma manera, vemos que

lim f(x)=2.
Jlim_f(x)
En consecuencia, | la recta de ecuacién y = 2 es una asintota horizontal para f. O

vVx+8—3

X2 —x

= fx) =

Solucién
El dominio de f estd formado por aquellos valores de x para los cuales no se hace cero

el denominador y, ademads, el argumento de la raiz cuadrada es mayor o igual que 0:
X*—x#0 y x+8>0

— x(x—1)#0 y x>-8
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— x#0, x#1 y x>-8
por lo que tenemos que | Dom(f) = [—8,0) U (0,1) U (1, 4o0) |.

Los candidatos a asintotas verticales son x = 0 y x = 1. Estudiemos los limites corres-

pondientes.

En primer lugar, analizamos el comportamiento de f para x — 0:

—1/8-3(<0)
——
) . Vx+8-3 . Vx+8-3
lim f(x) = lim ——%——— = lim ————— = o0
x—0 x—0 X —X x—0 X — X
H/_/
—0

Concluimos que |la recta de ecuacién x = 0 es asintota vertical para f |.

Por otro lado:

Vx+8-3 . (Vx+8-3)(V/x+8+3)

chgan(x) - chl_)rr} x2 —x Toalclg} (x2 —x)(v/x+8+3) -
indet.ﬁ
(x+8)—9 x—1

O @ —x)(Jx 5843 A _n(/xr8+3) 1

indet.

oo

~ lim x—7T _ lim 1 _ 1
= ! - =2
=1 x(x—1)(vVx+8+3) -1 x1 (Vx+8+3)

— —6

por lo que vemos que x = 1 no es asintota vertical para f.

Para determinar las asintotas horizontales de f, debemos estudiar el limite cuando x
tiende +oo (observamos que, por cémo es el dominio de f, no tiene sentido el limite en

—0o9, ya que x no puede tomar valores menores que —8):
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X
Am 0 = im e 7 ey T
indet. 33 X 1_E
8§ 3
Ji1+ 23 ﬂ-(\/”;‘ﬁ)
. X .
= lm N Lm 2 1 -
X o X (o] =
x2(1—;) x2<1—ﬁ)
—>110—1
—0 8 3
A
X— 400 =4 1
7Y
xz
—1

En consecuencia, | la recta de ecuaciéon y = 0 es asintota horizontal para f en +-c0|. O

= f(x) =xsen (%)

Solucién
En este caso, como la funcién seno estd definida para todo ntimero real, el tinico valor
de x € R que no esta en el dominio de f es el que anula al denominador de la fraccién

L la que se le aplica; entonces, tenemos que | Dom(f) = R — {0} |
Analicemos el comportamiento de f cerca de 0. Para esto calculamos el limite

—0

1

lim f(x) = lim "% sen (—) =0.
x—0 x—0 X
acotada

Esto nos dice que |la recta de ecuacién x = 0 es asintota vertical para f |.

Al intentar determinar si el grafico de f tiene asintotas horizontales, nos encontramos

con una indeterminacion:

— 00 1
. L~
lim f(x) = lim ”~ x “sen <—> .
X—00 X—00 X
———
-0
Veremos cOmo salvar esta indeterminacion més adelante. . . O
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2.3. Dos ejemplos importantes

En lo que sigue, nos interesa estudiar el comportamiento de las funciones

e In(x)
X) = — X) =
f=%y g ="
en los "bordes” de sus dominios, analizando la existencia de asintotas horizontales y verti-
cales.

ex
X)=—
- f)=*

El dominio de esta funcién es Dom(f) = R — {0}, ya que la funcién exponencial estd
definida en todo R y la divisién por x puede efectuarse si y sélo si x # 0.

Para analizar el comportamiento de f cerca de 0, calculamos los limites laterales cuan-
dox - 0tyx—0":

—1 —1
~ N ~ =~
e e
lim f(x) = lim =—00 vy 1im+f(x) = lim = +o0
x—0 x—0 X x—0 x—0 X
—0- —0t

Concluimos que la recta de ecuaciéon x = 0 es asintota vertical para f.

Veamos, ahora, lo que ocurre cuando x — —oo, es decir, para valores de x negativos y

grandes en valor absoluto:

: . eF 1
lim f(x)= lim —= lim - - ¢ =0
X——00 X——o00 X x——00 X =~
\/O/ —0
%

De esta manera, vemos que la recta de ecuaciéon y = 0 es asintota horizontal para f en

—0Q.

Nos queda por ver qué ocurre para valores positivos grandes de x, es decir, cuando

x — +o00. En este caso, estamos en presencia de una indeterminacioén:

—+oo
~~
, e
SRS =105
—+00

Recordemos que, al estudiar sucesiones en la Practica 3, vimos que

n

.
lim — = 4o0.

n—soo 1
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Esto nos lleva a pensar que el limite que queremos calcular también deberia ser +-co.
Apliquemos el resultado sobre la sucesion para ver que, en efecto, esto es asi. La ob-

servacion importante es que, para cada namero x € R+, hay algtin namero natural

tal que
n<x<n+l1.
Entonces
et < e* 1 < 1
- y n+1 X
con lo cual,
e" e~
< —.
n+1 X
Ahora, cuando x — +00, los valores de n correspondientes también tienden a infinito
y, como
n e" n
lim = lim — - = 400,
n—seon+1 nse0 n n4+1
—~

—to 5]
de la desigualdad anterior deducimos que

lim = 400

ex
X—+00 X

X
(v no hay asintota horizontal en +c0). El hecho de que el cociente ¢ tienda a +o0
y y q

x
cuando x — +oo, puede interpretarse como que la funcién exponencial ”crece mds ripido”

que la funcién lineal.

Con la informacién obtenida a partir de los limites que calculamos, podemos hacer un

grafico aproximado de f cerca de 0 y para valores grandes de x:
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In(x)

" g(x) =
El dominio de g es Dom(g) = (0, +0), ya que el dominio del logaritmo es este inter-

valo y la divisién por x puede efectuarse para todo x # 0.

Para analizar el comportamiento de g “cerca de 0” calculamos el limite de la funcién
cuando x tiende a 0 por derecha, pues ¢ no esta definida para x < 0. Recordando el

comportamiento de la funcién logaritmo cerca de cero, tenemos que

——00
1
lim+ g(x) = lim+ n(x) = —o0.
x—0 x—0 X
—0*

De esta manera, vemos que la recta de ecuacién x = 0 es una asintota vertical para g.

Por otro lado, estudiemos el limite de la funciéon cuando x — +oc0. Nos encontramos

con una indeterminacion:

— 400

In(x)

. . n(x
xgl?oog(x) —XEIEOO X )
—> 00

Para poder calcular este limite, haremos un cambio de variables de manera de reducirlo
a un limite conocido o mas fécil de calcular. En este caso, tomamos i = In(x). Obser-
vemos que cuando x — +oo, resulta que y — +o0. Entonces, en términos de la nueva

variable y, el limite que queremos calcular es

lim M: lim Y

x—4o0 X y——+oo e’

. . . . . . oo o .
Aunque seguimos teniendo una indeterminacién del tipo ”—", al reescribir la fraccién
(e.°]

que aparece, obtenemos la funcién f del ejemplo anterior, cuyo limite ya conocemos:

. . 1
lim Y _ lim —— =0.
y—+o ey y—otoo €
N~
—r+o00

Podemos interpretar este resultado como que la funcién logaritmo crece “mds lentamente”
que la funcion lineal.

Finalmente, si observamos también que la funcién g(x) = toma valores positivos

In(x)
. x . .
para valores grandes de x, podemos hacer un grafico que refleja el comportamiento de

g en los “bordes” de su dominio:
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(][] ”
ooo0
10

3. Limites especiales

Estudiaremos ahora dos limites especiales que utilizaremos como base para el célculo de
otros limites.
En primer lugar, consideraremos el siguiente limite:

lim sen(x)
x—0 X

Dado que hrré sen(x) = 0, se trata de una indeterminacion del tipo 0 Mediante un razona-
xX—
miento geométrico que se puede ver en la entrada “Calculo de un limite especial”, se deduce

que vale:

Propiedad.

lim sen(x)
x—0 X

=1

Mas aun, si hacemos un cambio de variables para reducirlo al caso anterior, resulta que:

E5 sen(f(x)) _

Si f es una funcion tal que 31c1£>r111 f(x) =0, entonces )lclir}l )
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A continuacién, aplicaremos este resultado para el calculo de otros limites que involucran

indeterminaciones con funciones trigonométricas.

2x=6
B Ejercicio 3. Calcular los siguientes limites.

. sen(3x)
» lim ——%
x—0 sen(4x)

Solucién 0
Es una indeterminacién del tipo o en la que el numerador y el denominador involu-

cran la funcién seno. Para calcular el limite, reescribiremos la funcién en términos de

sen(f(x))
f(x)

funciones del tipo con f(x) — 0.

1
(3x) 1 3 ?3 )1 3
sen(3x sen(3x

lim SEM0Y) g - —lm?> ==
X220 sen(4x) x0 sen(3x) sen(4x) xo04  3x 591(496) 4

X

—1

O
x + sen(x)

s lim ——
x—0 sen(3x) — x2
Solucion 0
Nuevamente se trata de una indeterminacién del tipo 0 Dividimos numerador y de-
nominador por x y aplicamos la propiedad distributiva con respecto a la suma para
reescribir la funcién en términos de otras cuyos limites podemos calcular y, de este

modo, salvamos la indeterminacion:

—1
—~
x+sen(x) sen(x) sen(x)
then(x):hm;:hm 1+ :hml"’—ng
x—0 sen(3x) —x2 x—0 sen(3x)—x? x—0 sen(3x) x =0 3 sen(3x) x 3
X X \_Sx
—1

. 1
m lim x. sen (—)
X—+00 X

Solucién

Area de Matematica - Ciclo Basico Comdn - Universidad de Buenos Aires 22



Tedricas de Analisis Matematico (28) - Practica 4 - Limite de funciones

1 . . . .
Como — — 0 cuando x — +o0, tenemos una indeterminacién del tipo oo - 0. Reescri-
X
biendo la funcién resulta:

lim x. sen <1> = lim ﬂ =1

x— oo X X—+o00 %

. . 1

Podemos, ahora, completar el andlisis de asintotas para la funcién f(x) = x sen (—)
X

que habiamos comenzado en el Ejercicio 2: por el calculo anterior, la recta de ecuaciéon

y = 1 es asintota horizontal en 4-co para f. De igual manera, se ve que la misma recta

es, también, asintota horizontal en —oo. O
. cos(x)—1
. i S8 —1
x—0 X
Solucion

: L .0
Nuevamente nos encontramos frente a una indeterminacién del tipo —, dado que
lir% cos(x) = 1. En este caso, a diferencia de los anteriores, la funcién involucrada
X—r
es coseno, en lugar de seno. Recordando la identidad sen?(x) + cos?(x) = 1, vélida pa-

ra todo x, obtenemos una nueva expresion para el calculo del limite multiplicando
numerador y denominador por cos(x) + 1:

_ _ 2 _
lim cos(x) -1 lim (cos(x) —1)(cos(x) +1) _ lim 08 (x)—1 _
x—0 X x—0 x(cos(x) +1) x—0 x(cos(x) +1) Il
cos? (x)=1—sen? (x)
—0
’ —S=
— i Sen (x)1 — lim sen(x) —sen(x)1 _To
x—0x(cos(x)+1) x=0 _ x cos(xl-i—
—1 —1
O

(][] D
ooo0
10
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El segundo de los limites especiales que nos interesa calcular es el siguiente:

lim (1+%)x

xX—+o0

) 1 . . .
Como 11IE 14 — =1, estamos ante una indeterminacién del tipo 1%.
X—r+00 X

Recordemos que, al estudiar sucesiones en la Practica 3, vimos que

lim (1+%)” —e,

n—00

es decir, conocemos el valor del limite cuando la variable x toma valores en los nimeros na-

turales en lugar de ntimeros reales. Sin embargo, de manera similar a lo hecho para calcular
X

. e . .
lim —, se puede deducir que también vale:
X—+00 X

Propiedad.

lim (1—1—%)}(:6

X—+00

y que lo mismo ocurre para x — —oo, es decir:

X—>—00

lim (1+%)x:e

A partir de este resultado, es posible calcular otros limites en el caso de indeterminaciones

del tipo 1%°; por ejemplo, calculemos

1
x

lim (1 + x)
x—0

(observemos que, en efecto, se trata de una indeterminacién del tipo 1*°). Al hacer el cambio

de variable yy = - nos queda:

1
lim(1 +x)x = lim (1+1)y —e.

x—0 y—o0 y

2x=6|
x=3h

-+ Ejercicio 4. Calcular los siguientes limites.
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2

- lim (1+ > )ﬁ“
X——00 x+1
Solucion
Calculando los limites de las funciones que aparecen en la base y en el exponente,
bt lim 1+ > =1y lim - = oo, conlo cual se trata d
obtenemos que lim 1+ —— =1y lim > —— = , con lo cual se trata de una

indeterminacién del tipo 1%.

Aligual que para el cdlculo de limites de sucesiones que dan lugar a indeterminaciones

del tipo 1%, para aplicar la propiedad vista anteriormente, reescribiremos la funcién

como una potencia de otra de la forma

f(x) _
(1—1—}%) con lim f(x)

xX——00

= 00,

Comenzamos reescribiendo la base de la potencia y, a continuacién, el exponente:

2

x+1

X——00

——00

= 3

3 x 1 x
lim (1+ >2x+1 — lim <1+m> 2x+1
3

2

x2

1 ‘CTH x+1 2x+1
- XLHPOO ( (1 + ﬂ) >

Calculamos, ahora, el limite de la funcién que aparece en el exponente:

lim 322 = lim 3 _3
oo xS 1 1y~ o
xo-eo (x+1)(2x +1)  xo-e (14 )24+ 1) 2
En consecuencia:
3x2
(x+1)(2x+1)
3 \Zh VT
. X — 1 L -3 3
Jdim, (14 57 xgmm((lh_;l) ) :
NG Xe 7
O
lim (Zx 4= 1) ﬁ
x—3 \3x — 2
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Solucion

Observamos que se trata de una indeterminacién del tipo 1%, ya que

lim 2x+1
1 g
x—33x — 2

— OQ.

1 li
y ;Héx-—3

Entonces, para calcular el limite, reescribiremos la funcién de manera similar a lo hecho

en el ejemplo anterior:

IR N 2x+1 \¥3 .. 3—x\73
1( ):1(1 —1) :1(1 ):
w3 \3x—2 e A S v A\t
1 x—3 1 % 3x—2x—3
:lﬁ%<1+3x—2> :}ci%((”sxz) )
3—x 3—x
——
—00
.3
7
—X
1 i;*z 3x—2 3
. —X 2
:lL%((”?v«—z) ) =le”
3—x |
e
O
= lim —ln(1+x)
x—0 X
Solucion

En este caso, se trata de una indeterminacién del tipo —. Sin embargo, al reescribir la

funcidén, nos encontraremos nuevamente en el caso 1*° conocido:

1
limln(l——i—x):limlln(l—l—x) = lim ln<(1—|—x)§> =In(e) =1
x—0 X x—=0 X N x—0 ——
aln(b)=In(b?) —e
O
Coer—1
= lim
x—0 X
Solucion

: L .0
Tenemos una indeterminacién del tipo o

Haremos el cambio de variables y = e¢* — 1 (0 sea, x = In(1 + y)) para transformar el
limite en otro que ya sabemos calcular. En este caso, si x — 0, entonces y — 0. El limite

queda:
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R | . . 1
lim = lim ¥y _ Iim —— =
x—0 X —»0In(1+y) y—0 nll+y)
Y
~——
—1
O
[—]
(m]mm|
kel
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ANEXO

A. Definiciones de limite

Introducimos, a continuacién, las definiciones precisas relacionadas con limites de funcio-

nes, tanto en el caso de limites en el infinito como en el de limites puntuales.

A.1. Limites en el infinito

Se dice que el limite cuando x tiende a +o0 y=f(x)

de f(x) es un nimero L, y se escribe:

xl_i&loof(x) =L K x — +oo

si para todo ¢ > 0, existe K € R tal que si Para x > K, el grafico de f estd dentro
x > K, entonces |f(x) — L| < e. de la franja celeste.
Se dice que el limite cuando x tiende a —oo y = f(x)

de f(x) es un nimero L, y se escribe:

Jm )=k ESyaF s '
si para todo ¢ > 0, existe K € R tal que si Para x < K, el grafico de f estd dentro
x < K, entonces |f(x) — L| < e. de la franja naranja.
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En cualquiera de los dos casos anteriores, decimos que la recta y = L es una asintota horizon-

tal para f.

Para x > K, el grafico de f estd dentro

del sector celeste.

Para x < K, el grafico de f estd dentro

del sector naranja.

De manera andloga, se dice que:

» el limite cuando x tiende a +oo de f(x)
es —oo, y se escribe:

lim f(x)=—o0

X—+o0

si para todo M € R, existe K € R tal
que si x > K, entonces f(x) < M.

Se dice que el limite cuando x tiende a +o0
de f(x) es oo, y se escribe:

Jim, f2) = 4o

si para todo M € R, existe K € R tal que si
x > K, entonces f(x) > M.

Se dice que el limite cuando x tiende a —oo

de f(x) es +o0, y se escribe:

lim f(x) = 4o0

X——00

si para todo M € R, existe K € R tal que si
x < K, entonces f(x) > M.

» el limite cuando x tiende a —oo de f(x)

es —oo, y se escribe:

lim f(x) = —o0

X—r—00

si para todo M € R, existe K € R tal
que si x < K, entonces f(x) < M.

Volver al texto principal
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A.2. Limite puntual

Presentamos, a continuacion, la definiciéon precisa de limite puntual en el caso en que este

limite es un ntimero real.

Se dice que el limite cuando x tiende a x( de y = f(x)

f(x) es un namero L, y se escribe: L4 e

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Lot - -
lim f(x) =L
X Xo Xo—9J0 xg X0+ 0
si para todo ¢ > 0, existe & > 0 tal que si Para 0 < |x — xo| < 9, el grafico
0 < |x —xg| < J, entonces |f(x) — L| < e. de f esta dentro del sector verde.

En palabras, la definicién nos dice que li_>m f(x) = L cuando, dada una distancia ¢ > 0
X—XQ

cualquiera, si x estd suficientemente cerca de xg, entonces el valor de f(x) estd a distancia

menor que ¢ de L.

Volver al texto principal

B. Calculo de un limite especial
Nos concentraremos, a continuacion, en el calculo del siguiente limite:

lim sen(x) .

x—0 X
Para deducir el valor de este limite, utilizaremos una visualizacién geométrica. Considere-
mos un dngulo de x radianes (con 0 < x < E) con vértice en el origen de coordenadas O, un
lado sobre el eje de las abscisas y el otro, en el primer cuadrante. Los lados de este angulo in-
tersecan a la circunferencia de radio 1 en dos puntos, P y Q, determinando un sector circular
POQ. Construimos dos tridngulos rectangulos, OAP y OQB, como se muestra en la figura:
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0 AQ

Gréficamente, podemos observar la siguiente relacién entre las dreas del sector circular y los

dos tridngulos rectangulos:

area(AOAP) < area(POQ) < area(AOQB)

Calculemos estas areas en funcion de x:

= En el triangulo OAP, tenemos que la medida de su base OA es cos(x), mientras que su

altura AP mide sen(x); luego,
area( AOAP) = %cos(x) sen(x).

= En el tridngulo OQB, la base OQ mide 1 (es el radio de la circunferencia). Para calcular
la medida & de la altura QB, recordemos que el cociente entre las medidas de los dos
catetos del triangulo, BQ y OQ, es tg(x); o sea que ? = tg(x). Entonces, h = tg(x), y
el drea del tridngulo resulta ser

_ 1sen(x)
2 cos(x)’

area(AOQB) = %tg(x)

= Finalmente, el 4rea del sector circular es proporcional al &ngulo que lo determina y, te-
niendo en cuenta que el drea del circulo (correspondiente a un dngulo de 27t radianes)

es 77, resulta que

area(POQ) = %x.

Reemplazando los valores calculados en la desigualdad entre areas, obtenemos:

1

1 1
5 cos(x)sen(x) < 7¥ < 1sen()

2 cos(x)
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1
Dividiendo cada miembro de la desigualdad anterior por 5 sen(x) > 0, deducimos que

X < 1
sen(x)  cos(x)

cos(x) <

: . T
y, al considerar los inversos, llegamos a que para 0 < x < > vale:

1
- sen(x)

cos(x) < cos(x).

Dado que lim cos(x) = 1, también vale lim
x—07T

I os() = 1y, entonces, aplicando la propie-

dad del “sandwich”, deducimos que

. sen(x
lim ( ) =1.
x—07F X
En forma similar, puede verse que
. sen(x
lim (x) =1
x—0~ X
En consecuencia:
. sen(x
lim (x) =1
x—0 X

Volver al texto principal
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