Tedricas de Analisis Matematico (28) — Practica 7 — Optimizacién

Practica 7 — Parte 2
Optimizacion

1. Problemas de optimizacion

2x=6

) Ejemplo 1
Descomponer el nimero 36 en dos sumandos positivos de modo que el producto de uno de ellos por
el cuadrado del otro sea maximo.

Si notamos con x a uno de los sumandos en los que se descompone 36, el otro debe ser 36— x.
Como ambos son positivos, se tiene que x >0y36—x>0, o sea que 0 < x <36. Queremos hallar el

valor de x en el que la funcién,
p(x)=(36-x)-x* =36x* —x°

alcanza su valor maximo.
La funcion p es derivable en R y por lo tanto, lo es en el intervalo (0;36). Sabemos que los

extremos locales de p se encuentran en los x donde p'(x)=0.
Calculamos
p'(x)=(36x* —x*) =72x-3x* =3x(24—x) .

Como
pP(x)=0 < 3x(24-x)=0 < x=00x=24

y solo estamos estudiando la funcién en el intervalo (0;36), el Gnico punto critico es x=24 .

Dado que p’ es continua y que tiene un nico cero en el intervalo (0;36), por el teorema de Bolzano
podemos afirmar que, tanto en (0;24) como en (24;36), el signo de p’es constante.

Por lo dicho anteriormente para conocer el signo de p’, basta con calcularlo en un valor particular
de cada intervalo.

En (0;24), elegimos x=1. Como p'(1)=3-1-23>0, resulta que p'(x)>0para todo xe(0;24).
Esto implica que p es estrictamente creciente en (0;24].

En (24;36), elegimos x=25. Como p'(25)=3-25-(-1)<0, resulta que p'(x)<0 para todo

x €(24;36) . Esto implica que p es estrictamente decreciente en [24;36).
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A partir de esta informacion acerca del crecimiento y del decrecimiento de p, podemos afirmar que
en x =24, p alcanza un maximo local y dicho méaximo vale p(24)=12-24* =6912. Damos a

continuacion un grafico aproximado de la funcion p.

Los dos sumandos en los que hay que dividir 36 son | 24 y 12.

ot
2y Ejemplo 2

En el triangulo isosceles de base 12 y altura 10, se inscribe un rectangulo tal que dos de sus vértices

pertenecen a la base del tridngulo y los otros dos pertenecen uno a cada uno de los otros dos lados.

Calcular las dimensiones que debe tener el rectangulo para que su area sea maxima.

Graficamos el tridngulo con sus vértices en los puntos (0,10),
(_6: O) y (690)

La ecuacion de la recta por (0,10), y (6,0) es y = —gx +10. 10

Por la simetria de la figura, para calcular el area del rectangulo

5
. . ., . =—_x+10
inscrito en el triangulo, alcanza con considerar los valores de JER

x €(0;6) . Asi, el area del rectangulo es

a(x) =basexaltura=2x~(—§x+10] = —?xz +20x. - e

Para que exista un rectdngulo en las condiciones del problema, debe ocurrir que 0<x<6.

Queremos hallar el valor de x, en el que la funcién

a(x)= —?xz +20x ,
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alcanza su valor maximo.
La funcidn a es derivable en R y por lo tanto, lo es en el intervalo (0;6). Sabemos que los extremos
locales de a se encuentran en los x donde a'(x)=0.

Calculamos

a'(x)=—§x+20=20(—f+1].
3 3
Entonces

, X

ax)=0 < —§+1=0 & x=3.

Dado que a' es continua en (0;6) y que en dicho intervalo tiene un unico cero, utilizamos el
teorema de Bolzano y podemos afirmar que (0;6)queda dividido en dos intervalos con signo

constante en cada uno de ellos.
Los intervalos para analizar son (0;3) y (3;6) y, por lo dicho anteriormente, para conocer el signo de

a', basta con calcularlo en un valor particular de cada intervalo.

En (0;3), elegimos x=1. Como a'(l)= 20(—%+ IJ >0, resulta que a'(x) >0 para todo x € (0;3).
Esto implica que a es estrictamente creciente en (0;3].

En (3;6), elegimos x=4. Como a'(4) = 20(—§+ lj <0, resulta que a'(x) <0 para todo x € (3;6).

Esto implica que a es estrictamente decreciente en [3;6). Asi, en x=3, la funcion alcanza un
maximo local. Las dimensiones del rectangulo de 4rea maxima corresponden x =3y tenemos que el

rectangulo tiene| base= 2-x=6| y altura=—g-x+102—§-3+10=5.

En este caso, la funcion a(x)es una cuadratica con coeficiente principal negativo, por lo tanto

alcanza su maximo en el vértice.

2x=6|
2y Ejemplo 3
Se consideran las rectas que pasan por el punto (9,4) y que al cortar a los semiejes positivos
determinan tridngulos rectangulos.
Entre todas estas rectas, hallar aquella que
(a) genera un triangulo de 4rea minima;

(b) hace minima la suma de las longitudes de los catetos.
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Sea m la pendiente de una recta que pasa por (9,4).
Observemos que para que la recta corte a los semiejes
positivos debe ser m<0. Las rectas que estamos
considerando pasan por el punto (9,4), luego son de la forma
y=m(x—9)+4, con m<0.

Estas rectas cortan al eje x, cuando y=0, luego,

4 Om—4
x=——+49=
m m

y cortan al eje y cuando x=0, o sea

y=4-9m.

(a) El area del triangulo en funcion de la pendiente de la recta (m) es

2
A(m):M:l.M.@_gm):_l.w_
2 2 m 2 m

Calculamos la derivada de la funcidn area respecto de la variable m.

2(9m—4)-9-m—(9m—4)2J:_l((9m—4)(18m—9m+4)j:

1
A'(m)=——
(m) 2( m? 2 m?

_ _l((9m—4)(9m+4))

) m*

. : 4
Dado que m € (—;0), el tnico valor en el que se anula la derivada es m =——.

Como A’ es continua, utilizando ¢l teorema de Bolzano podemos afirmar que su unico cero divide a
(—0;0) en dos intervalos en los que el signo de A'es constante.

. . 4 4 . .
Los intervalos para analizar son (—oo;—;j y (—5;0} por lo dicho anteriormente para conocer el

signo de A', basta con calcularlo en un valor particular de cada intervalo.

En(—oo;—gj, elegimos m=-1. Como A4'(-1)= —% el _(4)1()92(_1) Ll , resulta que

4 o . . 4
A'(m) < Opara todo m € (—oo;—gj . Esto implica que a es estrictamente decreciente en(—oo;——} .

En (—E;Oj elegimos m :—l.
9 9
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4 T : .
resulta que A'(m) >0 para todo me(—;;OJ. Esto implica que 4 es estrictamente creciente

en{—i;Oj.
9

o, . , . 4
De esto se deduce que la funcion area tiene un minimo local en m = 5
Dado que la funcién area es continua en (—0;0), es estrictamente decreciente a la izquierda de

4 . . 4 . . .
mz—;y estrictamente creciente a la derecha dex:—g, concluimos que A4 tiene un minimo

N e o[ -4)- ‘(9(‘3j‘4j2 —

absolutoen |m=——
9 -
o) -
9

Es decir que la pendiente de la recta que pasa por (9,4) y hace minima el area del triangulo es

4 . .
m= r la ecuacion de dicha rectaes y = ?x +8.

(b) Se quiere ahora minimizar la suma de las longitudes de los catetos de los triangulos formados
por las rectas que pasan por el punto (9,4) y los semiejes positivos. Utilizando los calculos
anteriores, y llamando L a la suma de las longitudes de los catetos en funcién de la pendiente de la
recta, tenemos que

L(m) :(_i+9j+(4—9m):13—i—9m, donde m € (—x;0).
m m

Calculamos la derivada de L respecto de m

, 4 4—9m?
L'(my=—-9=—F7—,
m
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y buscamos los valores que anulan la derivada
L'(m)=0 < 4-9m*=0 c>in=§om=—§.
, . [ 2
Como m € (—;0), el Gnico punto critico es m = 3

e . . ) 2
Utilizando el teorema de Bolzano, analizamos ¢l signo de L' en los intervalos (—oo;—gj y en

(—%;Oj evaluando en un punto en cada caso.

4-9.1°

12

En(—oo;—%j, elegimos m=—1. Como L'(l)= =-5<0 , resulta que L'(m)< 0 para todo

2 T ) . 2
me —oo;—g . Esto implica que L es estrictamente decreciente en —oo;—g .

2
2 1 1 4_9(_§j
En (_E;Oj elegimos m = -3 Como L’(—gj =—— >4 =27>0, tenemos que L'(m)>0

2 , . . 2
para todo m € (—E;OJ. Asi, resulta que L es estrictamente creciente en {—E;Oj.
., . , . 2
De esto se deduce que la funcién L tiene un minimo local en m = 3
. . . L 2
Dado que es continua en (—o0;0), L resulta estrictamente decreciente a la izquierda de m = 3 y

: . 2 : : .
estrictamente creciente a la derecha dem:—g, por lo cual concluimos que tiene un minimo

absoluto en| m=—-— |y vale L(—gj =13 —i—9(—§j =25 'y corresponde al tridngulo que

)

Es decir que, la pendiente de la recta que hace minima la suma de las longitudes de los catetos es

cortaelejexen|x=15|yalejeyen|y=10

m= —% , la ecuacion de dicha rectaes y = _?2x +10.
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2x=6|

"> Ejemplo 4

. Se consideran los triangulos de vértices

Sea f:[0;+) - R, definida por f(x)=—
X"+

A=(0,0), B=(x, f(x)) y C=(2x,0). Hallar las dimensiones del tridngulo de mayor area.

Hacemos un grafico aproximado de /' y de un triangulo.

Sea a(x) el area del triangulo ABC. Es decir

basexaltura 2x-f(x 1 X
a(x)= = J( ):x' = .
2 2 x“+4 x“+4

Calculamos la derivada de la funcién area

(C+d)-x2x  4-  (2-x)(2+x)
(C+4)? (P +4)r (P +4)?

a'(x)=

Entonces
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ad(x)=0 < 2-x)2+x)=0 < x=20x=-2.

Dado que x €[0;+x), el tinico valor en el que se anula la derivadaes x=2.
Como «'es continua en (0;+00), utilizando el teorema de Bolzano, podemos afirmar que su Gnico
cero divide a (0;+0) en dos intervalos en los que el signo de a’ es constante.
Los intervalos para analizar son (0;2) y (2;+), por lo dicho anteriormente, para conocer el signo

de d', basta con calcularlo en un valor particular de cada intervalo.
En (0;2), elegimos x=1. Como a'(1) = %
(1" +4)

Esto implica que a es estrictamente creciente en (0;2]. En (2;+%0) elegimos x=3. Como

o (2-3)2+3)
) =5y

estrictamente decreciente en [2;+x).

>0, resulta que a'(x) > 0para todo x €(0;2).

<0, resulta que a'(x)<0 para todo xe(2;+»). Esto implica que m es

De esto se deduce que la funcién area tiene un maximo local en x=2.
Dado que a es continua en [0;+%), es estrictamente creciente a la izquierda de x=2y

estrictamente decreciente a la derecha de x =2, concluimos que a tiene un maximo absoluto en
2 1

x=2 yvale a(2)= =—.
Y D=275"3

Los vértices del triangulo de mayor area son |A4=(0,0), B= (2,%) y C=(4,0).

(—1
(]|

il

2x=6|

it Ejemplo 5
Sea f:(0;+w0) — R definida por f(x)=8x" —l. Hallar el punto del grafico de /' en el que la
X

pendiente de la recta tangente es minima.

Llamemos m(x)a la funcion que a cada punto del grafico de f* le asigna la pendiente de su recta

tangente. Sabemos que esta funcion es f'(x). Es decir que
m(x)=f'(x)= 16x+L2.
X

Queremos hallar el valor de x € (0;+0) en el que la funcion m alcanza su minimo absoluto.

Para hallar los puntos criticos, calculamos la derivada.
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, 2 16X -2 2(8x°-1
m'(x)=16—-—= = ( 3 )
X X X

Como

m'(x)=0 <8x’-1=0 < xzé

, . e 1
El tnico punto critico es x=5 .
Dado que m' es continua en (0;+o0), por el teorema de Bolzano, podemos afirmar que su unico
cero divide a (0;+o0) en dos intervalos y en cada uno de ¢ellos el signo de m’es constante.

. . 1 1 . .
Los intervalos para analizar son O;E y E;+OO , por lo dicho anteriormente, para conocer el

signo de m’, basta con calcularlo en un valor particular de cada intervalo.

{-) 44

En (0;%), elegimos x:%. Como m’(i)z ] == <0, resulta que m'(x)<O0para

4? 4
1 N . : 1 1 .
todo x e O;E . Esto implica que m es estrictamente decreciente en 0;5 . En E;+oo elegimos

2(8—1)
13

x=1.Como m'(l) = >0, resulta que m'(x) >0 para todo x e (%;+OOJ . Esto implica que m

. . 1
€s estrictamente creciente en {E, +00 |.

En resumen tenemos

m'(x) - 0 +

m(x) Ny min Ve

L 1
Por lo tanto m alcanza un minimo local en xzz )
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Ademas, lim m(x)=16x+ Lz =+ y lim m(x)=16x +L2 =+00, de donde el minimo local es
x—0" X X—>+00 X

absoluto y podemos afirmar que la pendiente de la recta tangente al grafico de f es minima para

1 1. 16
x=— vale | m(=)=—+4=12.
2 y (2) 2

A continuacion damos un grafico aproximado de m para x € (0;+00).

2x=6|
") Ejemplo 6
1
Sea f(x)=x—23x3. Hallar los valores maximos y minimos que alcanza la funcién f en el intervalo

1
[—2,5] .

., . . 1 .
Por ser la funcion f continua en el intervalo cerrado [—2;5], sabemos que alcanza, en dicho

intervalo, un valor méximo y un valor minimo.

Calculamos la derivada
-2
) =1-x3

:1—% para x#0
3

X
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y observamos que /" no es derivableen x =0.

Por otra parte,
1 2
f(x)=0 ©1-—=0 < x°

x3

=1 < x=lox=-1.

Asi, los posibles valores de x € [—2;%] en los que f puede alcanzar un maximo o un minimo son
. 1
los extremos del intervalo: x=-2yx= 5
1 :
los x e [—2;5] tales que f'(x)=0: x=-1,

y los xe [—2;%] donde /" no es derivable: x=0.
Calculamos el valor de f'en cada uno de estos puntos
1
f(=2)=-2-3(-2)3 =1,779

1
[ ==1=3-(=1)* =—1+3=2
f(0)=0

1
1 1 133
f{Ej—E—3(E] :—1,881.

Al comparar estos valores, podemos afirmar que f(-1)=2, es el valor maximo de f vy

f (%) =—1,881 es el valor minimo. Los puntos donde se alcanzan son|x =—1| (donde se anula la

derivada) y |x :% (un extremo del intervalo).

Presentamos un grafico aproximado de esta funcion.

-
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2x=6|

2y Ejemplo 7
Una editorial producird un libro con las siguientes condiciones: en cada pagina el texto impreso
estara contenido en un rectangulo de 300 cm?”, los margenes superior e inferior deberan tener 2 cm
de altura y los laterales 1,5 cm de ancho. Hallar las dimensiones de una pagina para que el consumo
de papel sea minimo.

Sean x e y las dimensiones de una hoja del libro. Se quiere que la superficie de cada hoja sea la
menor posible, es decir, que S = x-y sea minima.

Ademas, el area de la region impresa debe medir 300 cm?. Pero la 2cm

region impresa es un rectangulo de base (x—2-1,5)=(x-3) y altura
(y—2-2)=(y—4), entonces debe ser (x—3)(y—4)=300. Para que 1,5em
esto tenga sentido debe ser x >3e y>4. +

Al despejar y de esta igualdad obtenemos que

1,5
y=300 +4:4x+288. o cm
x-3 x-3 v

Tenemos entonces que la funcién que queremos minimizar es

4x+288 _ 4x” +288x

S=x-y=x
Y x-3 x—3

para x> 3.

Calculamos su derivada

 (8x+288)(x—3)—(4x” +288x) 8x” +288x—24x—864—4x" —288x _

S6) (x—3)? (x—3)?

_4x" —24x-864  4(x*—6x-216) 4(x—18)(x+12)
(-3 (-3t (63

Luego,
S'x)=0 < (x-18)(x+12)=0 < x=180x=-12.
Por las condiciones del problema sabemos que x > 3, por lo tanto el inico punto critico es x =18.

Como S'es continua en (3;+0), utilizando ¢l teorema de Bolzano, podemos afirmar que su unico

cero divide a (3;+o) en dos intervalos en los que el signo de S’ es constante.

Los intervalos para analizar son (3;18) y (18;+x), por lo dicho anteriormente, para conocer el

signo de S’, basta con calcularlo en un valor particular de cada intervalo.
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En el intervalo (3;18), elegimos x=4.

4(4-18)(4+12)
(4-3)°

Como S'(4) = <0, resulta que S'(x)<O0para todo x e (3;18). Esto implica que S

es estrictamente decreciente en (3;18).

4(19-18)(19+12)

En (18;+0) elegimos x=19. Como S'(19)=
(18:+0) eleg 19="—170

>0, resulta que S'(x)>0 para

todo x € (18;+x) . Esto implica que m es estrictamente creciente en (18;+o0).

De esto se deduce que la funcion S tiene un minimo local en x =18.

Dado que S es continua en (3;+%), es estrictamente decreciente a la izquierda de x=18y

estrictamente creciente a la derecha de x =18, por lo que concluimos que S tiene un minimo

absoluto en x =18.

Las dimensiones de la pagina para la que el consumo de papel es minimo son: |[x=18| y

RV
18-3
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